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ELEMENTY TEORII PRZEPLYWOW
TURBULENTNYCH




Generalna zasada: kiedy liczba Reynoldsa dla pewnego przeptywu laminarnego
rosnie, przeptyw staje si¢ coraz bardziej skomplikowany. Powyzej pewnej wartosci
liczby Reynoldsa nastepuje przejscie do stanu turbulentnego. Proces przejscia
inicjowany jest przez zaburzenia zewnetrzne, zwykle mate 1 przypadkowe.

Kluczowe pytanie (o stabilnos¢ przeplywu): przyjmujac, ze umiemy adekwatnie
zwymiarowaé zaburzenie, jak wielkie zaburzenie moze by¢ “skonsumowane”
przez przeplyw bez konsekwencji w postaci permanentnej zmiany jego formy?

Podejscie ogolne do problem stabilnosci
o - pole predkosci przeptywu niezaburzonego (referencyjnego);
o' - pole predkosci przeptywu przy zaburzonych warunkach poczatkowych.

Globalna miara (energetyczna) roznicy pomi¢dzy tymi przeplywami

E(t):ﬁj‘”v(l)_v(z)nzdv
0

Wielkos¢ E(0) jest znana - wynika z war. poczatkowych o' (t =0) and o (t =0)

Moéwimy, ze przeplyw jest asymptotycznie stabilny, jesli !im E(t)=0
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Obszary stabilnosci — schemat ogolny
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Jezeli Re > Re_ to istnieje zaburzenie, ktore — bez wzgledu na poczatkowa
wielko$§¢ — zawsze prowadzi do trwalej zmiany formy przeplywu. Jest to

sytuacja absolutnej niestabilnosci przeplywu.

Dla pewnych przeplywéw Re =00 (np. przeplyw Hagena-Poiseuille’a) !!!

Pojawienie si¢ przejscia w takiej sytuacji — mechanizm(y) typy ,,by-pass”.




Niech o=V +0' i p=P+ p’, gdzie (V,P) to przeptyw bazowy, a (v’, p’) to pole
zaburzen. Wstawiamy te formuly do rownania cigglosci 1 rownania ruchu (N-S).
Sktadniki zwigzane z samym przeptywem bazowym ulegaja redukcji (przeptyw ten
spelnia rownania ciggtosci 1 ruchu). Dalej, pomijamy w rownaniu ruchu sktadniki
zawierajace iloczyny zaburzen i/lub ich pochodnych (czyli linearyzujemy to

roOwnanie). Oto efekt ...

Rownanie ciggtosci dla
pola zaburzen

Zlinearyzowane rown.
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Naviera-Stokesa

Zaburzenie predkosci
na brzegu znikal
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Otrzymalismy liniowy uklad rownan opisujacych ewolucje pola malych zaburzen w
czasie 1 przestrzeni. Posta¢ glownego rownania ukladu zalezy od pola predkosci

przeptywu bazowego V .




W teorii statecznosci wzgledem matych zaburzen szukamy:

e Formy =zaburzen poczatkowych charakteryzujacych si¢  najwiekszym
wzmocnieniem z zadanym czasie. Powtarzajac takg analize dla réznych czasow
otrzymujemy tzw. obwiedni¢ maksymalnego wzmocnienia. Mozemy tez
poszukiwa¢  zaburzen charakteryzujgcych si¢  najwiekszym  tempem
wzmocnienia. Wyznaczanie najsilniej wzmacnianych zaburzen poczatkowych
jest zadaniem typy optymalizacyjnego. Okazuje si¢, ze w wielu przeptywach
zaburzenia moga by¢ przejsciowo bardzo wzmacniane mimo, ze liczba
Reynoldsa jest mniejsza niz krytyczna warto$¢ Re,.

e Formy tzw. modow normalnych, tj. zaburzen -charakteryzujacych si¢
harmoniczno/eksponencjalng zmiennoscig w czasie. Jesli zbior modow
normalnych jest przeliczalny (nie zawsze tak jest) to dowolne pole zaburzen
mozna przedstawi¢ jako ich sume

v, (t, X) :ZAql((r)(X)eiﬂft’ 0'(t, X) ZZA,BU)(X)GW




Poniewaz rOwnania sg liniowe,

mody normalne ewoluuja niezaleznie. Po

podstawieniu do rOwnan pojedynczego modu otrzymamy ...
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Niezerowe rozwigzania otrzymanego problemu brzegowego 1istniejg tylko dla
pewnych wartosci liczby A . Zwana jest ona czestoscig wiasng modu 1 z reguly liczbg
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Warunkiem wystarczajgcym niestabilnosci
przeptywu jest, aby wielkosS¢ 7, byta ujemna!

Szczegolowe teorie niestabilnosci hydrodynamicznej rozwinieto dla
roznych klas przeplywow (przeplywu rownolegle i prawie-rownolegle,
przeplywy w sladach wirowych, warstwach mieszania, przeplywach
wirujacych itp. itd.).




PODSTAWY TEORII PRZEPLYWOW TURBULENTNYCH

Podstawowe cechy fizyczne przeplywow turbulentnych:

e Wszystkie parametry przeptywu wykazuja nieregularng (chaotyczng, quasi-losowa)
zmiennos¢ w czasie 1 przestrzeni. Chociaz turbulencja jest — wg wspotczesnych pogladow
— zjawiskiem calkowicie deterministycznym, najbardzie; adekwatnym (1 praktycznym)
podejsciem jest zastosowanie teorii procesoOw/pol stochastycznych. W aplikacjach
technicznych kluczowym jest zazwyczaj wyznaczenie wielkosci usrednionych.

e Przeptywy turbulentne charakteryzujg si¢ zdolnoscig intensywnego mieszania. Efektywne
wspotczynniki transportu masy/ciepta w tych przeptywach przekraczajg o kilka rzedow
wielkosci  wspoélczynniki  molekularnej  dyfuzji/przewodnictwa dla przeptywow
laminarnych.

e Turbulencja to zjawisko zwigzane z nicliniowa dynamika (generacja, adwekcja i dyfuzja)
wirowosci w przeptywie. ,,Prawdziwa” turbulencja jest zawsze trojwymiarowa, poniewaz
tylko w 3D aktywny jest mechanizm rozciggania wiokien wirowych (ang. vortex
stretching) uwazany za podstawowy mechanizm ,,napedzajacy” turbulencje 1 generujacy
chaotyczny ruch drobnoskalowy.

e Przeplywy turbulentne cechuje obecnos¢ tzw. kaskady energii: duze struktury wirowe
odbierajg energi¢ od przeptywu sredniego, mniejsze wiry ,,napedzane” sg kosztem energii
wickszych, a najmniejsze wirki ,,rozpltywaja” sie¢ wskutek (molekularnej) lepkosci, tj. ich
energia podlega bezposredniej dyssypacji na ciepto. Proces ten ma pewne uniwersalne
cechy opisane prostymi formutami potegowymi (odkrytymi przez Kotmogorowa).




OPIS TURBULENCJI METODA USREDNIENIA REYNOLDSA

Procedura usrednienia

Kazda wielko$S¢ dynamiczna w przeptywie turbulentnym moze by¢ przedstawiona
jako suma jej wartosci sredniej (statej lub wolno zmiennej) 1 fluktuacji w formie
szybkich 1 nieregularnych (chaotycznych) oscylacji/pulsacji woko6t wartosci srednie;.
Te druga czes¢ uznajemy za kompletnie losows. Z zalozenia, usSrednianie
zastosowane do pulsacji daje wartos¢ zerowq.

f f=f + f fr =0
srednia  pulsacja srednia,
Z pulsacji
Srednia
CZasS

Szerokos¢ “okna usredniania” musi by¢ dostatecznie
_ 1% duza by odfiltrowa¢ szybko zmienne pulsacje
f:EI f(T)dT turbulentne, ale na tyle mala, aby nie zgubic

t-T dtugofalowej zmiennosci przeptywu.




Srednia warto$é zalezy od polozenia i — jesli przeptyw sredni jest niestacjonarny —
rowniez od czasy. Pochodne przestrzenne usredniamy nastepujaco:

3 t+T t+T
of _ 1 0 J‘f(r)dfz 1 jaf(f)drzﬂ
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Whiosek: pochodne przestrzenne wielkoSci S$redniej sg rowne usrednionym
pochodnym przestrzennym — operacja rézniczkowania przestrzennego 1 operacja
usredniania Reynoldsa sg przemienne!

Co z r6zniczkowaniem po czasie?

of 1 0% 1 1 of
- f(r)dr=——[F(t+T)— F(t-T)]= d
o 2T 6ttL (@) dz = [T =TT =5 tj or

T

Whiosek: rézniczkowanie po czasie i1 usrednianic Reynoldsa to tez operacje
przemienne!

Przedstawmy pola predkosci 1 ciSnienia jako sumy wartosci srednich 1 pulsacji

U =0+ p=p+p




Podstawimy te wyrazenia do rownania Naviera-Stokesa (przeptyw niescisliwy)”
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1 stosujemy procedure usredniania.

Po uproszczeniach otrzymujemy w efekcie ro6wnanie Reynoldsa (ang. rownanie
RANS, czyli Reynolds-Averaged Navier-Stokes)

ot OX j OX.
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Rownanie RANS jest podobne formalnie do r-nia N-S, ale posiada dodatkowe
cztony, tj. 0, (—uUV}). Zauwazmy tez, ze usrednione pole predkosci spetnia warunek

cigglosci V-0 =0.

Wprowadzmy symetryczna wielko$¢ tensorowa, zwana tensorem Reynoldsa

/ / I _ —_—
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W przeciwienstwie do ukladu r-nie N-S plus warunek ciagtosci, uktad réwnanie
Reynoldsa plus warunek cigglosci nie jest domknigty. Potrzebujemy ,,zwigzku
konstytutywnego”, ktory okresli zaleznoS¢ skladowych tensora Reynoldsa od
usrednionego pola predkosci. Taki (hipotetyczny) zwigzek mozna zapisa¢ w postaci

_ _ _ 0Uu, 0D
R=R|0,,0,,0,,—,—21,--
5.0, 50,

Hipoteza domkni¢cia nazywamy kazda konkretna propozycje formul lub —
czesciej — procedury wyznaczania wartosci tensora Reynoldsa na podstawie pola
sredniego.

Zauwazmy, ze mozemy przedstawi¢ tensor Reynoldsa jako sume tensora sferycznego
| dewiatora (Tr to operator sladu tensora)

1 1
R, = 2Tr(R)3; +(Rij —§Tr(R)5ijj




Mamy przy tym rOwnos¢

! !/ ! !/ !
—Tr(R) = v + LU, + Ly,
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gdzie symbolem K oznaczyli$émy tzw. energie turbulencji. Zatem

Tr(R)=-

—
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Dodatkowy ,.,turbulentny” sktadnik w rownaniu RANS moze by¢ zapisany wzorem

O (g )-Tuo 2k, 0 g
ox;\ V) ox;  30%  ox;
Rownanie RANS przyjmuje postac
oo, 0 0 2 oT;
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W rownaniu Reynoldsa pojawily si¢ nastepujace wielkosci

_ 2
Pe=P+ 3 PK e Ciénienie turbulentne

2
Titk — Rik + 3 Ké‘ik e Tensor napre¢zen turbulentnych

Zauwazmy, ze tensor naprezen turbulentnych oraz usredniony tensor predkosci

deformacji
[—)i_ :1 6(2 n 8Uk
b2l 0%, ox

majg zerowe Slady.




Wobec tego dopuszczalne jest (matematycznie) postawienie hipotezy (powszechnie
zaakceptowane] w zastosowaniach inzynierskich): istnieje pole skalarne tzw. lepkosci
turbulentnej ¢ ., takie, ze

Th= 2ty D

W sktadowych ...

oD, 0D
T_t — i K
ik luturb ( @Xk + axi ]

Zauwazmy, ze Urp to wielko$¢ charakteryzujaca przeplyw, a nie wlasnos¢ fizyczna
ptynu!

Jesli zalozy¢, ze lepkos¢ turbulentna uyp zostala wyrazona przez wielkosSci
usrednione, to uklad rownan opisujacy ruch sredni ma postac

95 _g




Jak okreslié¢ lepkosé¢ turbulentng ?

Klasyfikacja modeli domkniecia, czyli procedur pozwalajacych wyznaczy¢ pole
lepkosci turbulentnej, jest oparta na liczbie i rodzaju dodatkowych zwigzkow
dolaczonych do podanego wyzej ukladu rownan. I tak, mamy:

e Modele O-rownaniowe: dotaczone sa wylacznie pewne zwiazki algebraiczne.
Modele te wywodzg si¢ z tzw. teoril drogli mieszania, zaproponowanej przez
Prandtla. Modele te maja bardzo ograniczone zastosowanie, problematyczna jest
rowniez ich doktadnos¢, dlatego praktycznie wyszty z uzycia.

e Modele 1-réwnaniowe: dotaczone jest rownanie transportu lepkosci turbulentne;j
plus pewne zwiazki algebraiczne. ROwnanie transportu jest de facto postulowane
ad hoc, oczywiscie na podstawie pewnych rozwazan 1 argumentow fizykalnych.
Popularnym modelem stosowanym w obliczeniach aerodynamicznych jest model
Spalarta-Allmarasa.

e Modele 2-rownaniowe: dolgczone sg dwa réwnania transportu, na podstawie
ktorych obliczane jest (algebraicznie) pole lepkosci turbulentnej. Przykladem
takiej modelu jest stynna metoda K — & i jej rozmaite ulepszenia. W metodzie tej
postuluje si¢ dwa dodatkowe réwnania transportu: dla energii turbulentnej K |
pola dyssypacji energii turbulentnej &. Lepkos¢ turbulentna jest obliczana ze

wzoru g, =Cpk? /¢ , gdzie C to odpowiednio dobrana stata modelu.




