WYKLAD 10

PODOBIENSTWO DYNAMICZNE
PRZEPLYWOW I ANALIZA WYMIAROWA




BEZWYMIAROWA POSTAC ROWNANIA NAVIERA-STOKESA

Rownania Naviera-Stokesa (zakladamy, ze 2-ga lepkosé ¢ =~ 0 ) zapisane w postaci

a')Jr(l) V)o=— —Vp+vAv+ VV(V 0)+ f

yo,

to — oczywiscie — rOwnanie opisujace ,,bilans” wielkosci posiadajagcych wymiar przyspieszenia,
czyli - w uktadzie ST- m/s°.

W celu porownywania dynamiki réznych (geometrycznie podobnych) przepltywow (np.
porownanie optywu okr¢tu podwodnego z optywem jego modelu w basenie laboratoryjnym)
potrzebne jest wprowadzenie formy réwnan rzadzacych przeplywem (oraz warunkow
brzegowych i poczatkowych) niezaleznej od wyboru jednostek fizycznych uzytych do
iloSciowego opisu wystepujacych w nim pél fizycznych — czyli formy bezwymiarowej.

Przy okazji okaze si¢, ze kazdy przeptyw jest scharakteryzowany szeregiem bezwymiarowych
wielkosci zwanych liczbami podobienstwa.
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Pierwszy krok w kierunku uzyskania bezwymiarowego opisu ruchu ptynu polega na
wprowadzeniu skal charakterystycznych dla czasu, wymiaréw liniowych i wszystkich
parametrow ruchu.

W przypadku ,,niescisliwego” r-nia Naviera-Stokesa mamy:

« czas t=TT{, gdzie T to skala czasu,
wspotrzedne X; = L X j» gdzie L to skala wymiaréw liniowych,

predko$¢ © =V v, gdzie V to skala predkosci,
ciénienie P =P P, gdzie P to skala ci$nienia,

~

jednostkowa sita objetosciowa T =F T, gdzie F to jej skala.

Wszystkie symbole z falka oznaczajq wielkosci bezwymiarowe.

W konsekwencji, wystepujace w oryginalnym rownaniu operatory rozniczkowe wyrazaja si¢
przez operacje rozniczkowania wzgledem wielko$ci bezwymiarowych, a mianowicie

~

0_dto 10 0 950 10 g3

ox; dx; 0%, L 0%,
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Réwnanie Naviera-Stokesa moze by¢ teraz zapisane nastepujaco

Voo V2, en- P Wrae 1o 7

T T (0-V)o= HVP+?[AU+§V(V°D)]+Ff,
lub — po pomnozeniu przez wyrazenie L /V

L 00 5.5 5=——F ¥+ Y [+ FL

ar sl K

W otrzymanym w ten sposOb bezwymiarowym rownaniu Naviera-Stokesa pojawily sie¢
wspotczynniki bedace bezwymiarowymi kombinacjami przyjetych skal, a mianowicie

VT \/ 2
Liczba Strouhala St = T , Liczba Eulera Fu= 'OP
V L V2
Liczba Reynoldsa Re = | Liczba Froude’a FI = BT
VvV
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Wykorzystujac liczby podobienstwa, rownanie Naviera-Stokesa moze by¢ zapisane
nastepujaco

100, 1~ eve
§ng(v-V)v—

Zauwazmy, ze jedynym skladnikiem bez wspotczynnika jest przyspieszenie konwekcyjne.
Pozostale skladniki sg3 mnozone przez odwrotnosci liczb podobienstwa. Mozemy zatem
powiedziec, ze liczby podobienstwa sa miarg wielkosci danego skladnika w porownaniu ze
sktadnikiem konwekcyjnym.

~ 1l v 1e,~ 1 =
_Equ+R_e[Av+§V(V'v)]+Wf

W sensie fizycznym: liczby podobienstwa mowia nam jak istotne (jak wielkie w
poréwnaniu z silami bezwladnosci konwekcyjnej ptynu) dla dynamiki przeplywu sa efekty
Zwijzane z:

¢ niestacjonarnoscig ruchu (liczba Strouhala)

e silami ciSnieniowymi (liczba Eulera)

e silami wynikajacymi z lepkosci (liczba Reynoldsa) oraz

e zewnetrznym polem sil objetosciowych (liczba Froude’a).
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Przyktadowo, liczba Reynoldsa moéwi jakie znaczenie dynamiczne maja dla przepltywu efekty
lepkie. Mowiac W uproszczeniu — sa one istotne, gdy wartos¢ Re jest mata (sa dominujace gdy
warto$¢ ta jest duzo mniejsza od jedno$ci) i mato istotne, gdy wartos¢ Re jest wielka.

Analogicznie, wzgledne znaczenie efektow grawitacyjnych maleje wraz ze wzrostem liczby
Froude’a.

Nalezy pamie¢taé¢ jednak, ze powyzsze stwierdzenia sa stuszne jedynie wowczas jesli skale
czasu 1 wymiarow liniowych zostaly dobrane adekwatnie do danego przypadku
przeplywu.

Oto typowy przyklad:

Podczas optywu skrzydta samolotu na skrzydle tworzy si¢ tzw. warstwa przyscienna — cienka
warstewka powietrz a charakteryzujaca si¢ wielkim gradientem poprzecznym predkosci
wzdhluznej (na dystansie rzedu milimetrow predko$¢ zmienia si¢ o — powiedzmy — 100 m/s).
Jesli jako skale wymiaru lintowego przyymiemy Srednig cigciwe skrzydta, a skale predkosci —
predkos¢ samolotu to wynikowa liczba Reynoldsa bedzie typowo rzedu milionow (lub
dziesiatkdw miliondw) — pamigtamy, ze lepkosé¢ kinematyczna powietrza jest rzedu 10™ (m?/s).

Zgodnie z powyzszym argumentem efekty lepkie zaniedbywalne — 1 wniosek ten jest
zasadniczo shuszny, ale nie w obszarze warstwy przysciennej. W istocie, warstwa przyscienna
jest obszarem, gdzie efekty lepkie sa zawsze poréwnywalne z bezwladnoS$ciowymi, a
wlasciwg skalg liniowg charakteryzujgca ruch jest tu nie dlugos¢, ale grubos¢ warstwy
(mniejsza od dtugosci o — typowo — 3 rzedy wielkosci).
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Warunki (idealnego) dynamicznego podobienstwa przeplywow:

Mowimy, ze dwa przeplywy sa dynamicznie podobne jezeli:

¢ Sa podobne geometrycznie, tj. obszary tych przeplywéw maja ten sam ksztalt
(ale niekoniecznie wielkos$¢).

** Wszystkie liczby podobienstwa (zdefiniowane w oparciu o analogiczne skale)
sq dla obu przeplywow identyczne. Oznacza to, ze bezwymiarowa postac
wszystkich rownan rzadzacych ruchem plynu jest dla obu przeplywow
Identyczna.

< Bezwymiarowa posta¢ warunkow poczatkowych i brzegowych jest dla obu
przeplywow identyczna.

Opisane warunki opisuja sytuacje idealng 1 — w warunkach prowadzenia badan
eksperymentalnych (w tunelach aerodynamicznych, basenach wodnych) - niemozliwg do
pelnego zrealizowania. Z tego powodu w rozmaitych badaniach eksperymentalnych (nie tylko
w mechanice ptynow 1 aerodynamice) musimy pogodzi¢ si¢ z podobienstwem czeSciowym.
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Trudnosci (techniczne, praktyczne i fundamentalne) z osiagnieciem pelnego podobienstwa

1. Osiagniecia pelnego podobienstwa geometrycznego na skalowanym modelu obiektu moze
by¢ trudne technicznie (technologicznie) i bardzo kosztowne. Zawazmy, ze — teoretycznie —
warunek podobienstwa geometrycznego dotyczy nie tylko samego obiektu (np. modelu
samolotu), ale tez catego obszaru przeptywu (,,niepodobienstwo” warunkow przeplywowych w
tunelu 1 swobodnej atmosferze, ,,niepodobienstwo” ruchu modelu statku w basenie |
rzeczywistego obiektu na otwartym morzu, itp.)

2. Spetnienie warunku rownosci wszystkich liczb podobienstwa pomiedzy realnym obiektem a
jego skalowanym modelem moze by¢ — fundamentalnie — niemozliwe. Typowym przykladem
jest eksperymentalny pomiar oporéw ruchu statku (jachtu) metodg badan go obiektu zalezy jest
funkcja dwoch liczb podobienstwa: Reynoldsa 1 Froude’a. Dla ustalenia uwagi, niech model
be¢dzie wykonany w skali 1:16, zalézmy réwniez, ze lepko$s¢ wody morskiej i tej w basenie jest
(z grubsza) ta sama. modelowych. Uzyskanie tej samej liczby Froude’a wymaga, aby model
byt holowany w predkoscig 4-rya razy mniejszg niz pr¢dkos¢ oryginatu, ale uzyskanie tej samej
liczby Reynoldsa wymaga czegos catkowicie przeciwnego — zwigkszenia predkosci 16 razy!
Poniewaz manipulacja lepkoscig 1 grawitacjg raczej nie wchodzi w gre, badanie oporoéw jachtu
wykonuje si¢ przy zachowaniu podobienstwa czesciowego, osobno dla rdéznych zakresow
predkosci.

3. Zmiana skali moze powodowac ,,uboczne” efekty aerodynamiczne zwigzane np. z tym, ze
nie zachowano podobienstwa ,strukturalnego” (np. model jest wyraznie sztywniejszy niz

oryginat).
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ZASTOSOWANIE ANALIZY WYMIAROWEJ DO PRZEWIDYWANIA
MATEMATYCZNEJ FORMY PRAW FIZYCZNYCH

Prawa Fizyki (Mechaniki, w szczegolnosci) dotycza wielkosct fizycznych wyrazonych
ilosciowo w pewnych jednostkach miary. W Mechanice mamy 3 podstawowe jednostki:

e Jednostke masy [M] (w uktadzie SI [M] = kQ)

e Jednostke czasu [T] (w uktadzie SI [T] =5)

e Jednostke wymiaru liniowego (dlugosci) [L] (w uktadzie SI [L] = m)

Jednostka kazdej innej wielkosci mechanicznej moze by¢ wyrazona jednoznacznie jako i1loczyn
pewnych poteg jednostek podstawowych, np.:

e Jednostka przyspieszenia to [A]=[L]-[T]*=m-s™
e Jednostka energii to [E]=[M][L]’[T]* =kg-m*-s7° =]
e Jednostka cisnienia [P]=[M][L]T'[T]*=N/m’=Pa

Przyjmijmy, Ze pewne w pewnym zjawisku zaangazowane sg wielkosci fizyczne {d;,0,,..,0, }-
Zalézmy nastepnie, ze sposrod tych wielkosci mozna wybra¢ co najwyzej co najwyzej r
wielkosci wymiarowo niezaleznych. Oznacza to, ze jednostka zadnej z tych wyrdznionych
wielko$ci nie moze by¢ wyrazona przez kombinacje jednostek pozostatych r-1 wielkosci.
Jasnym jest, ze w zagadnieniach mechanicznych mamy spelniona nierownos¢, r < 3.
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Zal6ézmy dalej, ze prawo fizyczne opisujace zjawisko moze by¢ sformutowane matematycznie
w postaci uwiktanego zwigzku funkcyjnego

T (0, 0ps--10n) =0

Stynne Twierdzenie Pi (sformutowane przez Edgara Buckinghama w roku 1914) mowi nam, ze
prawo to moze by¢ przedstawione rOwnowaznie za pomocg bezwymiarowej (1 tez — na ogot —
uwiktanej) formuty postaci

@(11,,11,,...,11,_;) =0

gdzie n-r wielkosci oznaczonych symbolami //,,/1,,...,11, . to bezwymiarowe kombinacje
wielkosci fizycznych (4, Q,,..,(,.

Rozwazmy dalej dwa przyktady praktycznym znaczeniu.
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Przyklad 1: Ustalony przeptyw cieczy lepkiej w prostoliniowej rurze o statym przekroju.

Naszym zamiarem jest przewidzenie matematycznej formy formuty opisujacej ci$nienia Ap
wzdtuz rury. Rozsadnie jest przyjac, ze wielkos¢ ta zaleze¢ bedzie od:

e cech fizycznych cieczy: gestosci p 1 lepkosci u

e geometrii rury: jej dtugosci L i srednicy D.

e predkosci sredniej przepltywu W.

Zalozymy dodatkowo, ze wewnetrzna powierzchnia rury nie jest gtadka lecz chropowata, a
charakterystyczna (Srednia) wysokos¢ nierdwnosci powierzchni jest rowna S.

Poszukujemy postaci zwigzku
f(Ap,W, p, 12,1,d,5) =0
Zgodnie z Twierdzeniem Pi zwigzek ten powinien redukowac¢ si¢ do bezwymiarowej formuty.

o(11,,11,,11,,11,) =0

Istotnie, mamy 7 parametrow, z ktorych co najwyzej sg wymiarowo niezalezne, powinniSmy
zatem okresli¢ 4 bezwymiarowe wielkosci //,,11,,11,,11,.
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Przyjmiemy jako trzy wymiarowo niezalezne wielkos$ci predko$¢ W, gesto$¢ p i $rednice d

(wykaza¢ niezaleznos¢ wymiarowg — C¢wiczenie). Skonstruujemy teraz parametry
I1,.,k=1..,4.
Szukamy pierwszego parametru w formie

I, =w*p”d” Ap

Pozostaje wyznaczy¢ wykladniki &, [ i y tak, aby /7, byl wielko$cia bezwymiarowa. Oto
odpowiedni rachunek:

[77,]= (2)“ 3/ (M) -& =kg/ " me 375772 = kg m’s”

p+1=0, a-3+y-1=0, —a—-2=0
U
a=-2, p=-1, y=0

4p

Zatem, pierwszy z parametrow bezwymiarowych ma postac: I/ 1= W
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Analogicznie, drugi z parametroOw mozna wstepnie zapisac jako
11, =w*p”d’l
Wyznaczamy wyktadniki ...
[77,]= ()" (%)’ (M)’ m=kg/m*"7*1s™* = kg’m°s°
,B—O ,a+y+1=0, —a=0

a=0, =0, y=-1
|

Bezwymiarowy parametr // 5 = a , czyli po prosty wspotczynnik ,,smuktosci” rury.

S
Analogiczny rachunek prowadzi do wniosku, ze // 3= a

Wyznaczenie ostatniego parametru pozostawiamy jako ¢wiczenie. Okazuje sie, ze

, wod  wd

tj. parametr //, jest po prostu odwrotnoscia liczby Reynoldsa.

12/18




Poszukiwana bezwymiarowa formuta ma zatem postac

lub (zastepujemy odwrotnos¢ liczby Reynoldsa przez nig samg)

Ap_
W2 F(d 'd ! V

W zatozonych warunkach logicznie jest przyjac¢, ze gradient cisnienia jest staty, czyli spadek
cisnienia jest proporcjonalny do dtugosci odcinka rury. Mozemy zapisa¢ poszukiwane prawo
nastepujaco

wd)l = Ap=A($,Re) 1 pw?

Bezwymiarowa funkcja A =A(S,Re) zwana jest wspélczynnikiem strat ciSnienia (na
dhugosci rury). W przypadku rury gtadkiej (S = 0) wspdlczynnik ten jest funkcja wytacznie
liczby Reynoldsa.

Przypomnijmy, ze w laminarnym przeplywie Hagena-Poiseuille’a flow (vide Wyklad nr 8)

A= Aan(RE) =32
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Doswiadczenie pokazuje, ze laminarny przeptyw Hagena-Poiscuille’a w rurze o przekroju
kotowym moze istnie¢ tylko dla dostatecznie matych liczb Reynoldsa. W ,typowych”
sytuacjach po przekroczeniu Re =~ 2300 przeptyw HP traci stabilno$¢ i ewoluuje w
kierunku formy turbulentnej (burzliwej).

Zmienia si¢ zasadniczo profil (usrednionej w czasie) predkosci w kierunku osiowym.
Pamigtamy, ze w przeplywie laminarnym profil predkosci ma ksztalt paraboliczny

w(r) =w[1-(£)’]

W rozwinietym” przeptywie turbulentnym (powiedzmy, gdy Re >104) profil predkosci
sredniej moze by¢ opisany wzorem

W(r) =w,[1-(%)"]

gdzie wyktadnik m = 7 +8.
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Wspotczynnik strat na dlugosci w ruchu turbulentnym wyraza oczywiscie inna formuta niz w
ruchu laminarnym.

Najprostsza w stosowaniu jest formuta Blasiusa

0.316
= A(Re)
ﬂ‘turb ( ) Q/Rie

Daje ona akceptowalng doktadnos¢ dla rur (hydraulicznie) gladkich i liczb Reynoldsa nie
przekraczajacych 50-60 tysigcy.

Szeroko akceptowana jest formutg Colebrooka-White’a

1 2.5 S

ﬁ__mog(Re\/Z+3.7Dj

Dajaca bardzo dobrg zgodno$¢ z eksperymentem w szerokim zakresie liczb Reynoldsa (od 4000
do 10°!) i chropowatosci wzglednej do 5%. Formuta ta jest — niestety uwiklana. Znanych jest
,,hascie” formut przyblizajacych z kolei formutg C-W za pomocg wzorow jawnych (!).

Systematyczne badania oporéw hydraulicznych w rurach w szerokim zakresie liczb Reynoldsa 1
chropowatosci wewnetrznej zawdzigczamy Nikuradsemu. Wspotczesny wariant jego stynnego
wykresu to tzw. wykres Moody’ego.
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Moody Diagram
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Przyklad 2: Opor aerodynamiczny obiektu

Zatozymy, ze na wielkos¢ sity oporu Fy maja wplyw :
e wielko$¢ charakterystycznej powierzchni obiektu S,
e gestos¢ p, 1 Cisnienie P powietrza daleko od obiektu (w strumieniu swobodnym),

e predko$¢ obiektu wzgledem nieruchomej atmosfery V_,
o lepkos¢ powietrza 1.

Jako wielko$ci wymiarowo niezalezne przyjmujemy o, V_ i S. Przeprowadzenie rachunkow
analogicznych jak w przyktadzie 1 — ¢wiczenie.
Oto rezultat

Fy
VS

_€D( £ S pOOVZ)

Otrzymang formul¢ mozna zapisa¢ w postaci ,,standardowe;”

FD — CD(poovflo ,OooVZ) 2 /Ooo ZS
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Bezwymiarowa wielko$¢ Cp nazywamy wspélczynnikiem oporu (aerodynamicznego). Jest on
funkcja dwoch bezwymiarowych parametrow. Pierwszy rozpoznajemy od razu — jest to liczba

Reynoldsa (nieco dziwnie zdefiniowana - role skali wymiarow liniowych pelni wielkos¢ \/§ ).

Znaczeni drugiego parametry jest mniej oczywiste. Jezeli jednak wezmiemy pod uwage, ze
predkos¢ dzwieku w gazie Clapeyrona jest dana wzorem (pokazemy jego prawdziwos¢ pozniej)

A = % , K=Cp/C,

to nasz parametr mozna wyrazi¢ Wzorem

Liczbe M =V, /a, nazywamy liczba Macha (strumienia niezaburzonego). Ostatecznie
zatem, formuta na opor przyjmuje postac

Fo =3C,(Re,Ma) o, V.2S

Jesli liczba Macha jest mala (mniejsza niz 0.3), to efekty Scisliwosci sa pomijalne i opor
aerodynamiczny (a takze sila nosna i inne charakterystyki aerodynamiczne) sa wylacznie

funkcja geometrii i liczby Reynoldsa.
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