WYKLAD 2
KINEMATYKA PLYNOW — CZESC 1
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OPISY LAGRANGE’A | EULERA. PREDKOSC I PRZYSPIESZENIE PLYNU.

A
X3:53

X(t,€)

Elementem plynu nazywamy indywidualng 1

trajectory of a fluid element

nieskonczenie maty porcje ptynu. Kazdy element
pltynu ma przypisane identyfikujace go potozenie

w wyroznione] poczatkowej chwili czasu (z

reguly mozna przyjaé¢, ze chwila ta jest t = 0).

Potozenie  poczatkowe  oznaczamy  dalej

symbolem ¢&. Polozenie elementu plynu w >
2102

biezacej chwili czasy t>0 okreslone jest L*uS
wektorem X. Ruchem plynu nazywamy zatem odwzorowanie obszaru (2, zajmowanego
przez ptyn w chwili poczatkowej w obszar £2(t) , ktéry zajmuje ten sam plyn w chwili
biezacej t> 0.

Mozemy zatem napisa¢ zwigzek X = X(t, ' ) , W szczegolnosci ¢ = x(O, ¢ )
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Jesli ustalimy ¢ = C,, wowcezas przyporzadkowanie X = X(t, f*) opisuje pewna linic w E°.
Lini¢ t¢ nazywamy trajektoria elementu plynu (identyfikowanego przez potozenie

poczatkowe ¢&.).

Obszar (2(t) bedacy obrazem obszaru (2, w dowolnej chwili t >0 nazywamy obszarem
plynnym lub obszarem materialnym.

UWAGA:

1. Przez kazdy punkt w obszarze zajetym przez plyn przechodzi jedna i1 tylko jedna
trajektoria. Wyjatek stanowig punkty stagnacji, czyli punkty w ktorych predkos¢ ptynu jest
rowna zeru.

2. Odwzorowanie obszaru poczatkowego w obszary ptynne w pdzniejszych chwilach czasu
ma wlasno$¢ grupowa, a mianowicie:

Jezeli X, = X(t,€) i X, = x(t+7,&),t0 X, =X(t+7,)=x[7,x(t,)]=x(7,x,)
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Dowolny ruch plynu mozna opisywa¢ w ramach podejscia Lagrange’a lub podejscia
Eulera.

Opis Lagrange’a: kazdy element ptynu jest jednoznacznie identyfikowany przez wektor &, t.
swoja lokalizacje w chwili poczatkowej t= 0. Wszystkie charakterystyki kinematyczne
ruchu plynu sa opisane funkcjami czasy i wspotrzednych wektora &, tj. wielko$ci skalarnych

¢1, 62 and ¢3, zwanych wspotrzednymi Lagrange’a.

Wektor predkosci ptynu (elementu ptynu) zdefiniowany jest wzorem

V(t, &)= ljm Xt ate) —x(t.c) _ ox

A0 it (t &) (& - zafiksowane)

Przyspieszenie ptynu (elementu plynu) jest zdefiniowane wzorem

V(t+4LE) -V (&) _ v

) Y a=25 08

a(t,&):=lim
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Opis Eulera: predkos¢, przyspieszenie, a takze inne wielkosci kinematyczne i dynamiczne
charakteryzujace ruch ptynu opisane sg jako pola fizyczne, czyli funkcje (o wartosciach

skalarnych, wektorowych lub tensorowych) czasu t i potozenia X = [Xl, X, X3].

Pole (wektorowe) predkosci ptynu 0 = l)(t, x) ( w kazdym punkcie obszaru zajetego przez

plyn zdefiniowany jest — na ogdt zmienny w czasie — wektor predkosci)

Relacja pomiedzy opisami Lagrange’a i Eulera: predkos¢ elementu plynu w chwili t jest
taka jak wartos¢ pola predkosci w tejze chwili i w punkcie aktualnym zajmowanym

przez ten element.
Euler = Lagrange: V(,&)=0t,x(t,&)]

Lagrange = to Euler: o(t,x)=Vt, &(t,x) ]
2\

transformacja
odwrotna

Wyprowadzeniem eulerowskiej formuty na pole przyspieszen zajmiemy si¢ nicbawem ...

PRZEPLYW USTALONY (STACJONARNY): pole predkosci nie zalezy (Jawnie) od czasu tj.

v=0v(x) , Oo=0
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TRAJEKTORIE ELEMENTOW PLYNU
Lagrange: & X(1,&) =V (t,&) (& zafiksowane).

t
Catkujemy wzgledem czasu ... X(t,&)=¢+ IV(T, &)dr.
0

Otrzymalismy bezposrednig catkowg formute opisujacag trajektori¢ elementu plynu. Calka
moze byC obliczona numerycznie standardowymi metodami (np. metodg trapezow).
Euler: aby wyznaczy¢ trajektorie trzeba rozwigzac¢ rozniczkowe zagadnienie poczatkowe
_ d — 1 —
L X =oft, x(t)] EX =0, X, %, %) , ]=1,2,3.

x0)=¢ | x0=4

W celu otrzymania rozwigzania, posluzymy si¢ na ogoét metodami numerycznymi (np.
zastosujemy metode Rungego-Kuty)
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LINIE PRADU

Linia pradu: to taka linia, ze w kazdym jej punkcie (chwilowy) wektor pola predkosci jest do
niej styczny.

Moral: W przeptywie nieustalonym uktad linii pradu zalezy od czasu!
Warunek stycznosci moze by¢ zapisany nastepujaco

dx, B dx, B d X,
O (L X, %0, %5) 05 (X0, %5, %5)  03(L X, %5, X5)

Powyzsze rownosci implikujg krawedziowy opis 2-parametrycznej rodziny linii w 3D, a

mianowicie
S]_(L X11 X21 X3,C1,C2) :O
Sz(t’ X1 X2,X3,C1,C2) =0

Czas t traktowany jest tu jako (zafiksowany) parametr.
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Praktyczna metoda wyznaczenia linii pradu polega na obliczeniu trajektorii fikcyjnych
czastek (markerow) poruszajacych sie z ,zamrozonym w czasie” polu predkosci. Ruch
markerow opisuja rozwigzania nastepujacego zagadnienia poczatkowego

&= X(z) =v[t, x(7)]
X(z =0) = X,
gdzie czas fizyczny 1 jest zafiksowany, a zmienna 7 to ,,pseudo-czas”.
Z powyzszego wynika wniosek: trajektorie elementow plynu i linie pradu sa tymi samymi

linlami wtedy 1 tylko wtedy, gdy pole predkosci nie zalezy jawnie od czasu, tj. gdy
przeplyw jest ustalony (stacjonarny).
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PRZYKLADY

(1) Dwuwymiarowy przepltyw ustalony I)(Xl, XZ) =—=X,e, + X, = [—XZ, Xl]

dx, dx
=X X

Linie pradu: 2 = xdx +%dx, =0 = X12—|—X22=R2, R >0.

Otrzymalismy uktad koncentrycznych okregow.

d — d —
] . R I T i
Trajektorie:
X,(0)=R, x,(0)=0
Rozwigzaniem jest para funkcji X (t) =Rcos(t) , X, (t)=Rsin(t)
Ktora stanowi parametryczny opis rodziny koncentrycznych okregdéw

X; +x; =R?, R>0.
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(2) przeptyw niestacjonarny (1, X X2) - (—X2 —1) e, +Xe, = [—X2 —1, Xl]

Linie pradu:
dx, dx,
—X, -t X

= X dx +(x, +t)dx, =0 = X +(x, +t)°’=C+t*=R*, C>-t°.

Ponownie — rodzina koncentrycznych okregdw, ale ich uktad porusza sie wzdhuz osi 0X, (W
dot) ze stalg predkoscig rowng —1 (obrazek).

2

instantaneous
streamlines

trajectory

t>0

FX ==X —t, §X =X
X (0) =Xy » X,(0) =X,

X, (t) = (X, +1)cos(t) — X, Sin(t) -1
X, (t) = (X;q + 1)sin(t) + X,, cos(t) —t

Trajektorie:

Rozwigzanie {

Niech X;0=-11 Xy = 0. Wtedy Xl(t) =-11i Xg(t) = -1,
czyli element ptynu porusza si¢ z predkoscig rowng -1
wzdhuz pionowej linii X; = -1

W ruchu niestacjonarnym ksztalt trajektorii moze by¢ zupelnie inny niz linii pradu!
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POCHODNA SUBSTANCJALNA (MATERIALNA)

Niech f = f(t,x)= f(t,X,,X,,X;) bedzie dostatecznie regularnym polem skalarnym. Z
punktu widzenia obserwatora poruszajgcego si¢ z elementem plynu, zmienno$¢ wielkosci
opisanej polem f opisana jest nastepujaca funkcja czasu

F(t) = f[t,x(t,<&)]

Pochodna substancjalng pola f, oznaczana dalej symbolem F’[ nazywamy tempo

zmian tego pola z punktu widzenia obserwatora poruszajacego si¢ z plynem, czyli
wzdluz trajektorii.

Mamy zatem
f
[E)—t[t, X(t,€)] = —(t) = —[t x(t, &)l + —[t x(t, 5)] "L(,8) + —[t x(t, 5)] (t c)+

X of  of ﬂ ot e o
—[t X(t, é)]—(t ¢)= (at ox U +8x O, + 3Uj[t (t, )]

X :
gdzie wykorzystalismy roéwnosci a—tj (t,6)=vilt,x(t,5)] , 1=1,2,3.
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Poniewaz w powyzszej formule argumenty wyrazen po obu stronach znaku roéwnosci s3
1dentyczne, mozemy napisa¢ rownos¢ pomiedzy funkcjami, a mianowicie

D f of
—= — + o-Vf ,
pochodna
pochodna  konwekcyjna

lokalna

W notacji indeksowej (z uzyciem konwencji sumacyjnej) ...

Df _of of

Dt~ ot = 1ox;

e Pierwszy ze skladnikoOw nazywamy pochodng lokalng. ,Mierzy” ona tempo zmian
wielkosci f zachodzacych w wyniku jawnej zaleznoS$ci tej wielko$ci od czasu. Jesli

f=f(x)=f(x,X,,X,), topole f jeststacjonarne i pochodna lokalna O f /ot znika
tozsamosSciowo.

e Drugi skladnik nazywamy pochodna konwekcyjna pola f . Jest ona na ogdt rézna od
zera, nawet jesli pole jest stacjonarne. ,,Mierzy” ona tempo zmian pola f wynikajacych z
ruchu obserwatora. Pochodna ta znika ta m.in. wowczas, gdy warto$¢ pola f nie zalezy
od miejsca, czyli pole f jest jednorodne.
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POLE PRZYSPIESZEN — OPIS EULERA

Z definicji, przyspieszeniem plynu jest tempo zmian predkosci elementu ptynu, podczas jego
ruchu wzdhiz jego indywidulanej trajektorii. Wynika z tego, ze W celu wyznaczenia pola
przyspieszen plynu nalezy obliczy¢ pochodng substancjalng (materialng) pola predkosci.

Mamy zatem

Do _ Dy,
Dt Dt

o ou;
_I_

oy U_e__01)+ ov
ot 10X,

t, X)= — 7 Y
at, x) Tt Y OX;

ei:

Pole przyspieszen jest oczywiscie polem wektorowym. W popularnym w mechanice pltyndéw
zapisie postac tego pola jest nastepujaca

Do o©
a(t1 X) — ﬁit) — 8_2[)4_ (Z)'V)l) = Aokalne

+ akonwekcyjne

W nawiasie wystepuyjgcym w drugim skladniku wzoru (zwanym przyspieszeniem
konwekcyjnym) pojawit sie formalny iloczyn skalarny wektora predkosci i operatora
rozniczkowego postaci V = [a?(l : aiz : 8‘3(3] (tzw. nabla).
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Alternatywng (ale rownowazng) postacia wzoru na przyspieszenie jest posta¢ Lamba-
Gromeki

a(t, X)—E+V(%UZ)+w><v

gdzie v =||v|| to wartoéé¢ (dlugos¢) wektora predkoséci, a pole wektorowe @ =V xv to
rotacja pola predkosci zwana wirowoscig. Rachunkowy dowod tozsamosci

(v-V)o=V(Zv?)+oxv
pozostawiamy studentowi jako ¢wiczenie.

Z podanej formuty dla pola przyspieszenia ptynu wynika, ze kartezjanskie sktadowe tego pola
mozna obliczy¢ ze wzoru

B Ui ou; oy,
AX) =" =%tV ax.

J

(sumowanie po j
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