WYKLAD 7
PODSTAWOWE METODY NUMERYCZNE
DLA LINIOWYCH UKLADOW
ALGEBRAICZNYCH




Rozwazmy ukfad n rownan liniowych z niewiadomymi X;, X,,..., X,
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W notacji macierzowo wektorowej powyzszy uktad rOwnan ma postac

gdzie
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Zakladamy, ze rozwigzanie istnieje 1 jest jednoznaczne, tj. Wyznacznik det(A) jest niezerowy.




Omowimy ogolng metode rozwigzania takiego uktadu znang pod nazwg Metody Eliminacji
Gaussa (MEG). Podstawowa koncepcja tej metody jest prosta: manipulujgc w odpowiedni
sposOb rownaniami sprowadzimy wyjsciowy uktad do rownowaznego (tj. posiadajgcego to
samo rozwigzanie) uktadu z macierza gorna trojkatna, a nastepnie w latwy sposob
rozwigzemy ten uktad.

Rozwazmy pierwszy krok procedury eliminacji. W kroku tym eliminujemy niewiadomg X; z
rownan E,, Es,.., E,. W tym celu rownanie E; jest mnozone przez odpowiednio dobrane
liczby, a nastepnie jest odegmowane od kolejnych rownan uktadu. Transformacja ta wyglada
nastepujaco:

(El al1lX1 + al,ZXZ +...+ al’an = bl E]_ al,lxl + a1,2X2 +...+ al,nxn — bl
: _ (1) . (1) Dy _Rh®
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a.
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bi(l) :bi_blli,l , i,j=2,...,n




Macierzowo-wektorowa posta¢ uktadu liniowego otrzymanego w efekcie pierwszego etapu

eliminacji to A®x =b®, gdzie
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Procedura eliminacji kolejnych niewiadomych jest kontynuowana analogicznie az do
osiagnigcia docelowej formy uktadu. W szczegdlnosci, po (k-1)-szym kroku uktad rownan ma

nastepujgcg forme
E,: a X +a,X+..+a,X +..+a X, = b,
EX: alx, +rallx, +.+alx, =bf
E0D alVx, +...+akVx, =bf?
(k-1) . (k-1) (k1) _ (k-1
Ek+1 . a‘k+1,k Xk Tt a‘k+1,n Xn _ bk+1

(k-1) . (k-1) (k-1) _ (k-1
B, 7 Ay Xy Tt X, =hy

Gorny 1indeks informuje ile razy
modyfikowana byta dana wielkos¢ do
tego  momentu  obliczen. W
nastepnym, tj. K-tym kroku, réwnanie
EXP  bedzie wykorzystane do
eliminacji niewiadomej X, z réwnan
By B,




Formuly transformacji wspotczynnikow macierzy uktadu oraz elementow wektora prawych
stron uktadu w kroku k-tym maja posta¢

a(k—l)
(K) _ A(k-1) (k-1 Yk
A = A Ii,k ’ Ii,k = (kD

K,k
" =" —p¢ DL, i, j=k+d..n

Macierzowo-wektorowa postaé uktadu po k krokach eliminacji to A“x =b" gdzie

31,1 o al,k+1 o al,n
% :
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Procedura eliminacji konczy si¢ po n-1 krokach otrzymaniem uktadu rownan o nastgpujace;j
strukturze

(E, 0 a, X +8,% +ota, X +.o.t+a, X, =h
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W zapisie macierzowo-wektorowym mamy Ux = b, gdzie
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Otrzymany uktad z macierza gorng trojkatna U mozna rozwigza¢ latwo ,,od konca”.
Istotnie, ostatnie roéwnanie uktadu zawiera tylko ostatnia niewiadomg, ktora mozna
natychmiast obliczy¢. Wowczas przedostatnie rownanie jest efektywnie rownaniem rowniez z
jedna niewiadoma (czyli X,.i) poniewaz X, jest juz znana. Ogolnie, mozemy zapisaé
nastepujacy algorytm rozwigzania uktadu z macierza U nastepujgco

_ h(n-1) (n-1)
Xn _ bn /an,n

L | i N A6 -
xi:m{bi —jélau X;| , i=n-1n-2,..,2,1

Zauwazmy, ze petla realizowana jest w kierunku malejgcego indeksu (wstecz). Pseudokod
kompletnego algorytmu eliminacji Gaussa przedstawiamy na nastepnej stronie.




Meftoda Eliminacji Gaussgwariant podstawowy )

_ _ % Etap 2 — Rozwiazanie
% Etap 1l — Transformacja do ukladu trojkatnego
x(n) < b(n)/a(n,n)
fork =1:n-1
for j=n-1:1:-1

x(J) < b())
—> fork=j+1:n
x(J) < x(J) —a(}, k) - x(k)

end

for j=k+1:n
1(j, k) « a(j,k)/a(k,k)
a(j,k+1:n)«a(j,k+1:n)-1(j,k)-a(k,k+1:n)
b(j) <= b(J)—1(J,k)-b(k)

end
x(J) < x())/a(l, 1)

end

end

UWAGA: algorytm w opisanej formie moze zawies¢ nawet jesli zostat zastosowany do
macierzy nieosobliwej (det(A) £ 0). O tym dalg;j ...




Faktoryzacja LU

Pokazemy, ze waznym ,,produktem ubocznym” ecliminacji Gaussa rozklad wyjSciowej
macierzy ukladu do postaci iloczynu dwoch macierzy: dolnej i gornej trojkatnej.
Rozktad taki nazywany jest faktoryzacja (przedstawieniem w postaci illoczynu) LU.

Rozwazmy ponownie 1-szy krok eliminacji. Wprowadzili$my uprzednio liczby I$V,1%) ..., 1%

211773117y 'nl*

Uzyjemy ich teraz do skonstruowania specjalnej macierzy L, a mianowicie
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Symbol ,,gwiazdka” oznacza elementy zerowe. Zauwazmy teraz (¢wiczenie dla Czytelnika!),
ze pierwszy etap eliminacji transformuje oryginalny uktad rownan do ukladu z macierza

A® =LYA




Ogolnie, w k-tym etapie eliminacji zdefiniowalismy liczby

ktorych mozemy skonstruowaé macierz L% postaci
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*
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—| (k)
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Ifkk) , J=k+1,..,n, za pomoca

Ponownie, macierz wspotczynnikow uktadu po k-tym kroku eliminacji moze by¢ obliczona ze

wzoru A® = [WAKD,

Z powyzszego wynika natychmiast, ze docelowa macierz gorna trojkatna U moze by¢
przedstawiona jako iloczyn oryginalnej macierzy A oraz macierzy typu L z kolejnych krokow

eliminacji, a mianowicie

U=ACD = [0DA0D _ [0-Df0-D) (OO A [ A

~

L




Kapitalna wlasno$cia macierzy L jest to, ze macierz do niej odwrotna wyraza sic zaskakujaco
prosto, a mianowicie

1 % % % * %
Iz(ll) 1 % * * *
@ 2 -,
| = |~__1 _ |3,1 |3,2 . * * *
B 1 % %
(n-2)
; ; o, 1 =
oy (2) (n-2) (n-1)
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Dowdd tego (nieoczywistego) faktu mozna znalez¢ w dobrych podrecznikach numeryczne;j
algebry lintowej np. w znakomitej ksigzce Trefethena 1 Bau pt. “Numerical Linear Algebra™.

Dla ambitnych godna polecenia jest rOwniez monografia ,,Analiza Numeryczna” Kincaida 1
Cheneya (WNT, Warszawa 2006).

Otrzymali$my zatem nastepujaca formute faktoryzacyjng dla macierzy (nieosobliwej!) A

A=LU




Pseudokod podstawowej wersji faktoryzacji LU wyglada nast¢pujaco:

Faktoryzacja LU —wariant podstawowy
(fork =1:n-1do
for j=k+1:ndo
a(j,k) «a(j,k)/a(k,k)
a(),k+1:n)«<a(j,k+1:n)—a(j,k)-ak,k+1:n)
end

.end

Uwaga :

1. Oryginalna zawartosc A zostala zniszczona!

2. Glowna diagonala i gorny trojkat A zawiera
niezerowe elementy macierzy U

3. Dolny trojkat A zawiera niezerowe elementy

macierzy L. Nie ma potrzeby przechowywania

elementow diagonalnych L (sg to jedynki).




Co mozna powiedzie¢ o koszcie numerycznym MEG 1 faktoryzacji LU? Analizujac
pseudokody tych algorytmow mozna wyciagnac nastepujace wnioski:

1. W etapie eliminacji mamy trzy zagniezdzone petle. Wynika z tego, ze calkowita liczba
operacji zmiennoprzecinkowych jest proporcjonalna do n°, gdzie n jest rozmiarem
uktadu. Doktadniejsza analiza pokazuje, ze dla duzych wartosci n dominujacy koszt
wynika z operacji mnozenia 1 dodawania/odejmowania oraz, ze liczba tych operacji jest

bliska 2n°.

2.W etapie rozwigzania ukladu z macierzg gorng trojkatng mamy jedynie dwie
zagniezdzone petle, wobec czego koszt numeryczny bedzie (z grubsza) proporcjonalny
n°. Whnioskujemy, ze dla ukladu o duzym rozmiarze koszt numeryczny etapu
rozwigzania jest znikomy w porownaniu z kosztem sprowadzenia tego ukladu do
postaci trojkatnej.

3.Koszt numeryczny faktoryzacji LU (zastosowanej do ogolnej macierzy kwadratowej
macierzy) jest proporcjonalny do trzeciej potegi jest rozmiaru.




Kiedy oplaca si¢ zastosowal faktoryzacj¢ LU zamiast ,,zwyczajne]” MEG? Rozwazmy
sytuacje, w ktorej chcemy wyznaczy¢ rozwigzania szeregu m uktadow liniowych o tej samej
macierzy A, ale r6znych wektorach prawych stron

AxD —pD  j=1..m

Uzywajac MEG, catkowity koszt numeryczny rozwigzania tych ukladow bedzie
proporcjonalny ( z grubsza) do m-n®. Taka estymacja kosztu wynika z faktu, ze kazdorazowo
przeprowadzana jest kompletna procedura eliminacji (kosztem ~ n®) pracujaca na tej samej
macierzy. Niepotrzebnego powtarzania tych samych operacji mozna jednak unikna¢ stosujac

faktoryzacje LU. Idea polega na jednorazowym obliczeniu faktorow U i L (kosztem ~n®), a
nastepnie rozwiazaniu m uktadéow réwnan kosztem proporcjonalnym jedynie do n (oba
faktory sg trojkatne). Oto jak to dziata:

1) Wyznacz faktory L i U macierzy A (koszt ~ n®)
2)dla j=1,..,m wykonaj
Ly = b

LUXD =pD = _
Ux\) = y




Pseudokod procedury rozwiazania ukladu liniowego przy pomocy faktorow L i U

Rozwiazanie ukladu (LU)x =b
% Ux=y

%Ly=Db )
; x(n) «<- y(n)/a(n,n)
y(1) < b(1) |
for j=n-1:1:-1
for j=2:n
(i) < b() x(]) < y())
- J j fork=j)+1:n
< fork=1:j-1 \
. . . x(J) < x(j) —a(), k) - x(k)
y(1) < y(i)—a(j k) -y(k)
end
end
x(]) < x(j)/a(i J)
end
) | end




Trudnosci z podstawowym wariantem MEG. Wybor elementu glownego.

Przedstawiony wyzej podstawowy wariant MEG moze zawie$¢ nawet gdy macierz A jest
nieosobliwa. Istotnie, jesli w k-1-szym etapie eliminacji z rownania E™ zniknela rowniez
niewiadoma Xy , to wspotczynnik aé‘fk_ Y jest rowny zeru i w kroku k-tym nie mam mozliwosci
obliczenia zadnej z liczb I (mamy dzielenia przez zero)!

W skrajnym przypadku, pierwsze z rownan moze w ogoéle nie zawiera¢ niewiadomej X; |
proces eliminacji nie moze by¢ rozpoczety! Oto banalny przyktad nieodpowiedniej macierzy

S

To jednak nie koniec problemow. Rozwazmy mianowicie uktad rOwnan z nastepujaca
macierza wspotczynnikow
1077 1
A =
1 1

Jej faktory L i U to ( drié — éwi el L 1 0 ! 1070 1
O (SprawdziCc — cwiczenie! ). — ’ _
J y p 1010 1 O 1_1010




Jak wiemy, arytmetyka komputera nie jest dokladna. Zobaczymy co si¢ stanie jesli do
rozwigzania uktadu linlowego z powyzsza macierzg zastosujemy komputer, ktorego
arytmetyka jest dziesigtna 1 ma doktadnos¢ 7-miu miejsc znaczacych (w mantysie). W uwagi
na prostote uktadu obliczenia takiego hipotetycznego komputera mozemy z latwoscig
zasymulowac ... recznie!

Zacznijmy od tego, ze clement Uy, faktora U bedzie mial reprezentacje przyblizona, a
mianowicie

10" -1=1-10" —0.0000000001-10" = (1- 0.0000000 001)-10*° =10%

tylko 7 cyfr jest
uwzglec%ionych

Zatem, doktadny faktor U bedzie w naszym komputerze zastgpiony faktorem przyblizonym
postaci
~ 1107 1
U - 10
0 -10

Zauwazmy, ze faktor L bedzie natomiast reprezentowany $cisle (L = L).




Jesli pomnozymy faktory macierzy A tak, jak widzi je nasz komputer to otrzymamy

-10
A=LU-= 101 £ A
1 0

Jak widaé, roznica pomiedzy A and A jest niebagatelna!

Zobaczmy jaki wplyw na rozwigzanie uktadu liniowego majg btedy zaokraglen w naszym
przyktadzie. Rozwazmy uktad rownan postaci

e o

Lo 7
(1-10%)* || 1

Jego doktadne rozwigzanie to




Zastosujemy metode faktoryzacji LU uwzgledniajgc fakt przyblizonej reprezentac)i faktora U
1 bltedy zaokraglen popelnione w trakcie obliczen. Mamy wowczas

LG 1 1 0y, ] [1 1
y |0 10° 1|y, | |0 Y |10
100 1 [[x 17 . [o]"
0 —10°| x| 7|10 | X717
_ : |

Ponownie, otrzymane rozwigazanie znaczgaco odbiega od rozwigzania dokladnego! Wida¢
rowniez, ze ,,winnym” zaobserwowanego efektu jest wielki co do wartosci mnoznik Iéll) :

réwny az 10'!

Okazuje sie, ze prostym lekarstwem na opisany problem jest zmiana kolejnosci rownan,
czyli nastepujgca transformacja

10 1 A 1 1 .~ |0
10 l . b = j A = 10 , b =
1 1 O Zmiana 10 1 1

kolejnosci
rownan

A




Ponizszy rachunek pokazuje, ze tym razem metoda faktoryzacji LU dziata znakomicie!

o ] 9lo 10w o o)
<la) = Lo o)) =r7ls
o sl =)

Con

L

Zauwazmy, ze tym razem mnoznik Iéll) =10", tj. jest bardzo maty i nie powoduje

,.katastrofalnego bledu obcigcia”. Ogodlnie mowige, nalezy unika¢ duzych wartosci

mnoznikow !

Ogodlna strategia stosowana w celu otrzymania algorytmu eliminacji odpornego na opisane

wyze] efekty nosi nazwe Metody Eliminacji Gaussa z wyborem elementu gldwnego.




Wybér elementu gléwnego w k-tym kroku eliminacji polega na:
e znalezieniu takiego roOwnania Eggl) wsrod rownan Ej(k_l), je{k,k+1,..,n}, w ktérym
wspolczynnik przy niewiadomej X, jest najwigkszy co do modutu,
e przestawieniu w uktadzie rownania E{Y i rownania EXV.

W ten sposob wartosci bezwzgledne wszystkich mnoznikéw | nigdy nie przekraczaja
jednoSci | katastrofalna utrata doktadnos$ci nie ma miejsca (chyba, ze macierz A jest fatalnie
uwarunkowana, o czym przy innej okazji ...).




Pseudokod Metody Eliminacji Gaussa z wyborem elementu glownego

[ for

k=1:n-1

Znajdz i 2k taki, ze|a, | jest maksymalny

a(k,k :n) < a(i,k :n) przestaw wiersze i —ty z k —tym

b(k) <> b(i) przestaw elementy wektora b

for j=k+1:n

1(j,k) < a(j,k)/a(k,k)
a(j,k+1:n) < a(jk+1:n)—1(jk)-a(kk+1:n)
b(j) < b(J)—1(},k)-b(k)

end

end
\

-

\

x(n) «<— b(n)/a(n,n)
for j=n-1:1:-1
x(J) < b(])
fork=j+1:n
x(1) <= x(J)—a(],k)-x(k)
end
x(1) < x(1)/a(l 1)
end




Wybor elementu glownego a faktoryzacja LU

Zrozumienie w jaki sposOb wybor elementu gtownego wplywa na posta¢ faktoryzacji LU
wymaga wprowadzenia tzw. macierzy permutujgcej. Ogolnie, macierz permutujgca
otrzymywana jest w wyniku przestawienia wierszy (lub - rownowaznie — kolumn) macierzy

jednostkowej I. Na przyktad:

(1 0
01

0 0

.
0
1_

= P=

_, O O
o +— O

-
0
O_

Co si¢ stanie jesli dana macierz A zostanie pomnozona przez macierz permutujacg? Oto

| =
odpowiedz:
0 0 11 2 3
PA=|0 1 0||4 5 6|=
1 0 0] 7 8 9
(1 2 3][0 0 1]
AP=14 5 6|0 1 0=
7 8 9|1 0 O

O O1T N N O1 0

— przestawienie wierszy 113 w macierzy A

— przestawienie kolumn 11 3w macierzy A




Rozwazmy teraz proces eliminacji z wyborem EG. Poniewaz wynikajace z wyboru EG
przestawienie rownan uktadu poprzedza eliminacje kolejne; niewiadomej, zatem
transformacja macierzy A“™ do macierzy A% moze by¢ zapisana w postaci nastepujace;j

AP =A AW [OpOAKD k12 n-1
W konsekwencji
U=A"MD = [Dpr-)AM-2) _ [((-Dph-D(-p0-2) "Opd A

Fenomenalna wtasnos¢ macierzy permutujacych P 1 faktorow L polega na tym, ze ich
naprzemienny iloczyn da si¢ zapisac nast¢pujgco

[Dp-D[(-2pr-2) [OpO _ [ﬁ(n—l) (2 [@ ] , [p(n—l) p(-2) pW }
gdzie oznaczyliSmy
I:(k) _ P(n—l) ...P(k+l) I:(k) [P(k+1) ]_l...[P(n_l) ]—l

o~ ~ o~ -1
Co wiccej, macierz odwrotna L = [L(”‘l) (-2 ...Lﬂ istnieje i jest dolna trojkatnal




Wprowadzajac zatem globalng macierz permutujaca P =P" P2 PO otrzymujemy
nastepujgca postac faktoryzacji LU

PA=LU

Faktoryzacja LU z wyborem EG moze by¢ wykorzystana do rozwigzania liniowego uktadu
rOwnan z nastepujgcy sposob

Ly =Pb

Ax=b = PAx=Pb = LUx=Pb = {
Ux=y

Jak wida¢, jedyna komplikacja polega na tym, ze w programie komputerowym nalezy
zapamieta¢ historie¢ przestawien kolejnosci rdéwnan dokonanych w procesie eliminacji. W
praktycznej implementacji zalatwia si¢ do za pomoca dodatkowego wektora zawierajacego
odpowiednio poprzestawiane liczby naturalne od 1 do n = dim(A).




Inne uzyteczne zastosowania faktoryzacji LU:

1. Obliczanie wyznacznika macierzy A

PA=LU = det(PA)=det(LU)

U
det(P) det(A)= det(L) det(U)
HK_J HK_J
1(even permut.) =1(product of
or —1(odd perm.) diagonal elem.)
U

det(A) = =det(U) =u,U,,...u .

2.0bliczanie macierzy odwrotnej (na ogot nalezy go unikac!)

AA" =1 = Ax =e, , e «i—takolumnamacierzy | , i=12,..,n

Ostatecznie A™ =[x, |X, |...|X,]

Uwaga: Powyzsze uklady moga by¢ rozwiazane tacznym kosztem proporcjonalnym do n°.
Naiwne zastosowanie eliminacji Gaussa datoby koszt catkowity proporcjonalny do n*.




UWAGI KONCOWE

e [stniejg inne uzyteczne warianty faktoryzacji macierzy. W szczegdlnosci kazda macierz moze byc
przedstawiona w formie 1loczynu macierzy ortogonalnej Q 1 gornej trojkatnej R (faktoryzacja QR).
Dla macierzy symetrycznych i dodatnio okreslonych (A=A", X' Ax >0 dla kazdego x # 0)

istnieje faktoryzacja Choleskiego (A =LL"). Metody te omawiane sa m.in. w trakcie kursu
,,Metody Numeryczne” prowadzonym na WMEIL.

e Metoda eliminacji Gaussa 1 faktoryzacja LU nalezg do tzw. ,,metod doktadnych”, tj. algorytmow,
ktére dajg doktadne (przynajmniej w teorii) rozwigzanie uktadu po skonczonej, z géry okreslone]
liczbie operacji arytmetycznych. Dla uktadow o bardzo duzych rozmiarach koszt numeryczny 1
wymagania co do pamig¢ci komputera sg niepraktyczne i/lub nierealistyczne. Wielkie uktady
rownain (o wymiarach rzedu n~10% wiecej) rozwigzuje sic metodami przyblizonymi, t;j.
metodami w ktorych rozwiazanie osiagane jest na drodze kolejnych iteracji. Niektore z tych
metod omawiane sg w kursie ,,Metody Numeryczne”, a takze w innych prowadzonych na Wydziale
MEIL kursach poswigeconych zastosowaniom metod komputerowych w rozmaitych dzialach
techniki.




