WYKLAD 4

PODSTAWOWE METODY PRZYBLIZONEGO
ROZWIAZYWANIA NIELINIOWYCH
ROWNAN ALGEBRAICZNYCH




MOTYWACJA

Wyktad nr 4 jest poswigcony omoOwieniu elementarnych algorytméw wyznaczania
przyblizonych rozwigzan (pierwiastkdéw) nieliniowego rownania algebraicznego postaci

f(x)=0

gdzie symbol f oznacza zadana funkcje. Zwykle rozwigzania takiego rownania nie mogg by¢
wyznaczone Scisle metodami analitycznymi. Oto kilka przyktadow takich rownan

X°—X°+4x-1=0 , e *+sin(x)=0 , 4—x—tan"(x)=0

Wspolna cecha wszystkich zaprezentowanych dalej algorytmoéow jest to, ze sa to metody
iteracyjne. W metodach iteracyjnych, rozwigzanie wyznaczane jest na drodze kolenych
przyblizen, a liczba powtorzen (iteracji) niezbednych do wuzyskania przyblizenia o
satysfakcjonujacej precyzji nie jest — na ogoét — a priori znana. Wynika stad, ze w metodzie
iteracyjnej potrzebne sg: (a) przyblizenie poczatkowe (punkt startowy) i (b) kryterium
stopu, tj. warunek przerwania obliczen oparty na jakim$ Kkryterium ,jakosci”
przyblizonego rozwiazania.

UWAGA: zajmiemy sie tu wylqcznie przypadkiem pojedynczego rownania — metody dla
uktadow algebraicznych rownan nieliniowych sq tematem kolejnych, bardziej zaawansowanych
kursow metod numerycznych.




METODA BISEKCJI

Zaczniemy od bardzo elementarnego (i intuicyjnego) sposobu znanego pod nazwag Metody
Bisekcji (dalej MB). ,,Mechanike” tej metody wyjasniajg ponizsze rysunki.

7

X <Xum

Wyznaczamy przedziat zawierajacy pierwiastek, dzielimy go na potowy i okreslamy,
w ktorej z nich potozony jest pierwiastek. Kryterium wyboru polega na okresleniu na
koncach ktérej potowy funkcja f przyjmuje wartosci o przeciwnym znaku. Poniewaz
funkcja f jest z zatozenia ciggla to zmiana znaku w przedziale gwarantuje istnienic w

nim miejsca zerowego.




Przebieg obliczen wg MB pokazuje przedstawiony
obok ,,pseudokod”.

Zadanie domowe: napisa¢ w petni funkcjonalny
program w jezyku C/C++ realizujgcy algorytm MB

Co z warunkiem stopu w MB?
Zalézmy, ze chcemy wyznaczy¢ X, z bledem nie

wickszym niz &, czyli godzimy si¢ przerwac
X, —Xy|< €.

obliczenia jesli zajdzie warunek

Zauwazmy, ze po M krokach obliczen MB mamy
oszacowanie

b—a

2n

Zatem, liczna 1iteracji niezbedna do uzyskania
zalozonej doktadnosci to

X, = Xy | <

n>log,—
E

START : f_:= f(x) ; fq:=f(x)
If (f_-f; <0)then
while (X; — X, > 2¢&) do
Xy = (Xg +X.)/2
f, == f(Xy)
if (f_-f, <0)then
Xg =Xy 5 fri= 1
else
X =Xy, fLi=1y
endif
enddo
return(x,, )
else
change the interval [X, , X;];
return to START ;
endif




Plusy I minusy Metody Bisekcji:

Plus: jesli poczatkowy przedzial poszukiwan jest wybrany poprawnie to MB zawsze
zbiegnie do miejsca zerowego (jakiegos$ miejsca zerowego) funkeji cigglej f

Minus: MB jest nieczuta na lokalne cechy (takie np. nachylenie wykresu) funkcji f w
otoczeniu jej miejsca zerowego; uzyskanie rozwigzania dobrej jakosci wymaga
znaczace] liczby iteracji, ktore mogg by¢ kosztowne obliczeniowo, jesli obliczanie
wartosci funkcji f jest ztozone.




METODA STYCZNYCH (NEWTONA)

Metoda Stycznych (MST) to bardzo wydajna metoda wyznaczania miejsc zerowych funkcji
cigglych wraz z pochodnymi do rzedu réwnego dwa lub wiecej. Idee MST ilustruje ponizszy
rysunek.

A Tak wiegc nastepne przyblizenie pierwiastka X,
Y jest okreslone jako odcieta punktu przecigcia
stycznej wystawione] do wykresu funkcji f w
poprzednim punkcie X i osi Ox.

Rownanie linii stycznej ma postac

y= f,(Xn)(X— Xn) + f (Xn)

Wobec tego, rownanie dla X

J(x,)

1.1 Ma postac

0= f"(x,)(X ,—X )+ f(X,), astad

o (%)
=TT (Xy)

Xn+l




Pokazemy, ze jesli funkcja f spelnia odpowiednie warunki, to MST wykazuje kwadratowa
zbieznos¢.

Zacznijmy od formalnego wykorzystania Twierdzenia Taylora. Jesli funkcja f jest klasy C* w
pewnym przedziale zawierajacym X, 1 X to istnieje taka liczba & e[min(x,, X, ), max(x,, X,)],
7€ ma miejsce rownos¢

f(x)=T(x)+ (X)X =%)+5 F(E)X ~X,)*
Dalej, korzystamy z faktu, ze f(X,)=0. Rachunki przebiegajg nastepujaco:

0= f(x,)+ f' (X)X —x)+3f"(E)(X, —X,)* =
= f(xn)_ 1”(Xn)xn + f’(Xn)X* +% f”(é)(x* _Xn)2 —

- —f’(xn)(xn G, ]‘I‘ f/(x )X, +3 (&)X, —x )’ =
f'(x,)

. J
'

Xn+1

= f ,(Xn)(x* o Xn+1) +% f ”(5)()(* o Xn)2

_|_T"(¢)
Xn+1‘ _‘2 f ,(Xn)

2
Z otrzymanej rOownosci wynika konkluzja: Xe — Xn|

Xi —




Przeprowadzony wyzej rachunek uprawnia do sformutowania twierdzenia o lokalnej
zbieznosci Metody Stycznych (Newtona):.

Zatbzmy, ze w pewnym przedziale | , = (X, —, X, + &) funkcja f spetnia warunki:

D3 vI[f'x)<M , 2)3V

M >0 xel, m>0 xel

£/(x)| = m

Woéwczas, dla kazdego X, €1, i takiego, ze 4

X, — XO‘ <y <1 zachodzi zastepujace

0Szacowanie

Xe =Xl =V

‘2

x*—xl\gg\"—m x*—xo\

z ktorego wynika, ze X, € |, a takze - na podstawie argumentu indukcyjnego - ze

1
‘X*_Xn+1‘g7/ X*_Xn‘gym X*_Xn‘
Wobec tego X, — Xn‘ — >0 (ma miejsce zbieznos¢)
2
Ponadto X, = X | < 2[X, — X,




UWAGA: Zauwazmy, ze powyzsze twierdzenie gwarantuje jedynie zbieznos¢ lokalng. Innymi
stowy, MST bedzie “typowo” osiaga¢ kwadratowg zbieznos¢, o ile poczatkowe przyblizenie X,
jest juz dostatecznie blisko rozwigzania X, . Jesli jednak tak nie jest, to nie mamy gwarancji nie

tylko zbieznosci kwadratowej, ale ciag (Xy, X;;-+s X3 X,..1,--) MmoZe by¢ w ogéle rozbiezny!

n+1?"

Co si¢ dzieje jesli niektore zatozenia twierdzenia nie sg spelnione? Rozwazmy przyktad:
f(x)=x"-2x+1=0 = x, =1
Mamy f'(x)=2x-2 , f'(1)=0, azatem

X ., =X —M—X _M =X _L(X _1) ly 41

n+1 n f’(Xn) — n 2(Xn _1) 2 2
Whioskujemy z powyzszego, ze X, —1=3(X,—1). Widzimy, ze odleglo$¢ kolejnych
przyblizen generowanych przez MST od Scistego rozwigzania maleje w tempie liniowym (o
czynnik 2 na kazdg iteracj¢), a nie kwadratowym. Zbieznos¢ kwadratowa nie jest osiggana
poniewaz f'(x,) =0 wbrew drugiemu z zalozen twierdzenia.

1. Niech f(x) =(x—a)" . Pokaza¢, ze MST prowadzi do formuly X  —a =(1-1)(x —a). Zauwazmy, ze dla

n+l
duzych warto$ci m zbieznos¢ bedzie bardzo powolna!

. , .o ; o, . . - , . 3/
2. Przeanalizowaé zbiezno$¢ (do rozwigzania zerowego) MST zastosowanej do rownania X *+2x=0




Rozwazymy teraz inne scenariusze ,,patologicznego zachowania” MST.

0.4 —

Przyktad 2: Iteracje MST mogg si¢ “zapetlic”. Zachowanie
takie demonstruje nastgpujacy przyktad (rysunek po
prawej).

Rozwazmy  f(X)=sIin(Xx) i zalozmy, ze punkt

poczatkowy X, to
X, =319(x,)

Przyklad 1: Przedzial lokalnej zbieznosci moze by¢
bardzo waski, tak jak to ma miejsce dla funkcji
f(X)=In(x)/x z x =1. Jak wida¢, na rysunku
obok, wybranie jako punktu startowego MST wartosci
na prawo od ekstremum zawsze konczy si¢
rozbieznos$cig iteracji do nieskonczonosci. Z drugiej
strony, wybranie punktu zbyt blisko po lewej stronie
ekstremum prowadzi do wyznaczenia liczby ujemnej, a
zatem nie nalezacej do dziedziny funkcji (R;)




Wowczas

) sin(x)
" f'(x) ° cos(x))

X, =X, _ ) = —X _—sm(—xo) =—X, +tg(x,) =X,

(%) " cos(—x,)

Tak wigc — przynajmniej w teorii — iteracje MST bedg naprzemiennie zwraca¢ tylko dwie wartosci: X, and —X.

X, =X =X, —tg(x,) = —X,

Zadanie: Jaka jest wrazliwo$¢ opisanego wyzej Cyklu na nicuniknione btedy zaokraglen arytmetyki komputera?
Przeprowadz taka analize analitycznie (trudne!) lub za pomocg eksperymentu w komputerze.




METODA SIECZNYCH (MSC)

Stabg strong metody Newtona (MST) jest
koniecznos¢ obliczania pochodnej. W pewnych
zastosowaniach fukcja f moze nie by¢ zadana
wzorem, ale raczej jako pewna procedura
obliczeniowa. Trudno$¢ t¢ mozna obejS$¢ stosujac
metode siecznych (MSC). Mechanike tek metody
wyjasnia rysunek obok.

Tym razem, nastgpne przyblizenie X,

pierwiastka X, jest zdefiniowane jako odciecta

punktu przecigcia osi  OX przez sieczng
] przechodzaca przez punkty (X ,, f(X ,)) and

(X, T0X,)).

Nietrudno pokazaé (¢wiczenie), ze rownanie linii siecznej ma postaé

y

SO0 Z ) gy 4 £ (x)
X, — X4




Przyréwnanie y do zera prowadzi do wzoru ogélnego metody siecznych, a mianowicie

0=t T0) (o ysp(x)
Xy — X
U
X, — X
Xn+1 — Xn S - f (Xn)

(%)~ F (%)

Zajmiemy si¢ teraz analiza zbieznosci MSC, ktora jest nieco bardziej ztozona niz dla metody
stycznych (MST).

Stosujac (formalnie) rozwiniecie z szereg potegowy Taylora, mozemy napisac
f(x)=f(x)+F'(x)e +3F(x)e +...
F(X )= fF(x)+ F/(X)e, +3F7(x)e2, +..

Trzy kropki po ostatnim plusie symbolizujg pomini¢te cztony wyzszych rzgdow.




Dalsze rachunki przebiegaja nastepujaco:

Enn =X — X =X, — X — f(X) [ B —(an—X)]—
—— f(x)-f(x,) ——
n én n-1

B [f'(x.)e, +1f"(x)e+..1(e. —¢,,)
! f,(X*)gn_l_% f”(x*)gn T _[f (X )gn 1_|_l f”(X )gn 1+ ]

A f”(x) 2
, " 2 “n + +
P S )
" f'(X*)+% f"(x*)(gn—1+gn)+"' n 1 f”(X)(gn 1—|—8n)+...
“ f(x,)
=sn—[e o j ( N (x)(gnl+gn)+...j:
:% f r?-l—...:% f (X*) En18p T

f(X) " f( ) F'(x,)




W ten sposob otrzymalisSmy przyblizong formul¢ na blagd aproksymacji miejsce zerowego:

f"(x
€n+1 ( ) g g K‘g‘n“c"n—l

2f'(x.)" "
Korzystniej byloby wyrazi¢ wielkos¢ ¢, odwotujac sie wylacznie do wielkosci bledu z
poprzedniej iteracji, czyli ¢,. W tym celu, zat6zmy, ze poszukiwany zwiazek da si¢ zapisa¢ w
postaci

_ KB
6‘+1—K gn

gdzie nieznane na razie wielkosci o 1 5 sg stale, tj. niezalezne od numeru iteracji.

Wynika stad, ze &, = K’¢ Ery =K g 1’5‘ . Po podstawieniu do pierwotnej formuly
przyjmie ona posta¢ nastepujaca

ﬁ I+a

e..=Kee =Kg (KP') = K' ag @

n+1




Poniewaz oba otrzymane zwiazki pomiedzy &, 1 &,, musi w szczegdlnosci zachodzié

nastepujgca rownos¢ dla liczby a

a=1+—a = o’ -a-1=0
a

1+\/§

2

Poniewaz jedynie dodatnia warto$¢ ma sens, mamy ostatecznie o = ~1.618.

Mamy tez przy okazji warto$¢ f (mniej istotng)

po1-b o po @ 1
o l+a «

Poniewaz wykladnik o speilnia warunek l<a <2, méwimy, ze Metoda Siecznych jest
superliniowo zbiezna (lepiej niz liniowo, ale gorzej niz kwadratowo). Mozna roéwniez
powiedzie¢, ze ceng za uniknig¢cie koniecznosci obliczania pochodne; w MST jest utrata
kwadratowej zbieznosci.




Metoda Siecznych jest wrazliwa na ,,patologie” podobne do tych, ktore opisaliSmy przy okazji
Metody Stycznych. W praktyce zbieznos¢ MSC ma roéowniez charakter lokalny, {].
poczatkowe punkty startowe (sa tym razem dwa tj. X, 1 X;) musza by¢ dostatecznie blisko
pierwiastka X,.




METODA FALSZYWEGO PUNKTU (MFP) - REGULA FALSI

Podstawowa roznica pomiedzy standardowg

Y MSC a MFP polega na innym wyborze pary
% punktow. W sytuacji przedstawionej na
fx, ) rysunku po lewej, punkt X,+1 W metodzie

siecznych bylby potozony tam, gdzie
sieczna w kolorze zielonym przecina o$ OX.

W MFP, punkt X,+1 jest w tym przypadku

X’ micjscem przecieclia OS1 Ox przez sieCznqg w

Jx,)
J:pT:

kolorze czerwonym (stad “false position™).

Innymi stowy: linia sieczna jest przeprowadzona przez najnowsze punkty
polozone po przeciwnej stronie osi OX.




Jesli dwa pierwsze punkty (startowe) obramowuja rozwiazanie to zbiezno$§¢ MFP jest
zagwarantowana. Z drugiej strony, MFP jest na og6t jedynie liniowo zbiezna. Praktykowany
jest rowniez wariant, w ktorym rz¢dna punktu ,,zamrozonego” (w tym przyktadzie X.p) jest
sukcesywnie dzielona przez 2, dopdki nie pojawi si¢ nowy punkt po tej samej stronie osi OX.

Wyrafinowanym wariantem MFP jest rowniez metoda Riddersa (liczne opisy w internecie).

Zadanie: opracowac sposob efektywnej implementacji metod MSC 1 MFP w jezyku
C/C++ 1 porownac ich osiggi na kilku przyktadach.




METODA ITERACJI PROSTEJ

MIP to metoda dla rownan nieliniowych
zapisanych w postaci

> x=g(x)

U LN X ‘f(Xn)

n+1"

A y=X

<
Y

Naturalnym jest zdefiniowac nastepujacy
proces iteracyjny

Xn_|_]_ — g (Xn)

Jesli proces ten jest zbiezny do pewnego

punktu X, wowczas automatycznie

X, =g(X,)

Innymi stlowy: rozwiazanie X, jest punktem stalym tego procesu iteracyjnego. Przypadek

taki ilustruje powyzszy rysunek.




Kiedy proces iteracji prostej jest zbiezny? Jakie jest tempo zbieznosci? Okazuje sie, ze
odpowiedz na oba pytania odnosi si¢ do jednej i tej samej wielko$ci, a mianowicie g'(X ).

W celu oszacowania tempa zbiezno$ci procesu iteracji prostej przeprowadzamy nastepujacy
rachunek:

Xn+1 — g(xn) — Xn+1 o X* — g(xn) o g(x*) — g’(x*)(xn o X*) T
en+l én

Zatem, dla punktow potozonych dostatecznie blisko pierwiastka X, mamy

g,(X*) ) |5n|

|8n+1| —

Skad wnioskujemy, ze X, jest punktem przyciagajacym (atraktorem) procesu iteracyjnego
wtedy i tylko wtedy, gdy

<1

9'(x.)




Ma tez miejsce nastepujacy fakt: jezeli w punkcie X, funkcja g spelnia warunki

=0 ,

< 00

g'(x,) g"(X,)

to proces iteracji prostej jest kwadratowo zbiezny. Istotnie, mozemy napisaé

X0 — X% =0(X,)—9(X,) =09"(X) (X, = X,) + 39" (X, )(X, = X,)* +...
0

U
g"(x.)

"~/

|gn+1 =2

2
&,

Przyklad: Metoda stycznych (Newtona) moze by¢ interpretowana jako metoda iteracji prostej
zapisana dla nastepujacej funkcji g

. ¥
g(x) =x (%)

Obliczmy pochodng tej funkcji

P =" (x) _ F0) (%)
[f'0QT° ['0QT°

g'(x) =1




Jesli teraz pierwsza pochodna funkcji f w punkcie X, jest r6zna od zera, to mamy

f(x)
f =0
o0 o)

9'(x,) =

czyli metoda stycznych jest zbiezna kwadratowo (co juz skadingd wiemy).

UWAGA: jezeli |'(X,)

ma inne miejsca zerowe to metoda iteracji prostej moze doprowadzi¢ czasami zbiec do innego

>1 to metoda iteracji prostej bedzie na ogdt rozbiezna. Jesli funkcja g

pierwiastka niz ,,pozagdany”. Mozliwe sg rOwniez inne zachowania np. cykle, a nawet przebiegi
chaotyczne. Klasycznym przypadkiem procesu iteracyjnego o bardzo bogatej dynamice jest
tzw. odwzorowanie logistyczne

X = HX, (1_ Xn)

ktore ma postaé iteracji prostej dla rownania kwadratowego X = uX(1—X). Analiza
zachowania tego procesu iteracyjnego (lub — jak mowig matematycy — uktadu dynamicznego z
,,dyskretnym czasem”) w funkcji parametru u nalezy do zelaznego repertuaru niemal kazdego
kursu tzw. dynamiki chaotycznej (np. trzeci rozdzial monografii ,,Chaos deterministyczny.
Wprowadzenie” H.G. Schustera, PWN 1993).




