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Finite Element Method (FEM)
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Przyjeta notacja:

Zapis wskaznikowy, i,j=1,2,3

Konwencja sumacyjna Einsteina

Przecinek to rozniczkowanie

du,
M=
j

Nakreslenie to wartosc¢ ,,zadana”

(1) Equations of equilibrium:

Gij.j +.f1 R 0
(2) Strain-displacement relations:
ey = $(uy 5 + uy,).
(3) Stress-strain relations:

O3 = Qigciii
or conversely

&5 = by 10k,
(4) Mechanical boundary conditions:

T1'=Ti OnS,

a

where
Tl' = Oy;N;.
(5) Geometrical boundary conditions:

iy =il on.S,.



(1) Equations of equilibrium:
ai;.; + fi = 0.
(2) Strain-displacement relations:
ey = ¥(uy ;s + uy,).
(3) Stress-strain relations:
Oy = Qijriliis
or conversely
&y = byge 10y,
(4) Mechanical boundary conditions:
F =T, onS .

g

where
Ti — O'UH}.
(5) Geometrical boundary conditions:

i =u on..y,.



Rownania rownowagi

Oij,; +f=i = (.

Xy e
= o 3 + 3 + X =0,
aT-'H" ﬂul arl'l
xtp T TE=0
OTsx 0Ty, da,
£ + 3y +E_" + Z=0.



Réwnania geometryczne
(odksztatcenia w funkcji przemieszczen)
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Rownania konstytutywne
(,,prawo Hooke’a”)
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Rownania konstytutywne ,,odwrotnie”

(,,prawo Hooke’a”)
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Mechaniczne (statyczne) warunki
brzegowe

-

Ti - O',-J-ﬂj.

Wzor Cauchy’ego
,Sity na powierzchni”

Kinematyczne (przemieszczeniowe)
warunki brzegowe



Sformutowanie energii odksztatcenia
(lub energii dopetniajacej)

A(emn) = 345518458k 1s

B(omn) = ’}buk 10410k 15

A(Emn) = %{E}T[A]{E}s
B(0nn) = #{o}"[Bl{o}.

A(”i) — %ﬂklmn(uk*i! '+' Hi‘..'c)(um,n + Hn.m)



Zasada prac przygotowanych
(ciato w rownowadze, dane obcigzenie i warunki brzegowe)

The principle of virtual work may be written as

. . v v Sa
wirtualna praca sit wewnetrznych — wirtualna praca sit masowych wirtualna praca sit zewnetrznych

where the subsidiary conditions are

Oeyy = ¥(0uy 5 + Ouy ),

and

duy=0 on §,.

ou Ot przemieszczenie przygotowane: niesk. mate, zgodne z warunkami brzegowymi



Zasada minimum energii potencjalnej Hp

The functional for the principle of minimum potential energy may be
written as

e = [[[1Aw) — fu)av — [[TudS (1-2.19)

where the subsidiary conditions are

u, =u on S, (1-2.20)

Ze wszystkich dopuszczalnych pdl przemieszczen — rzeczywiste przemieszczenia dajg MINIMUM
catkowitej energii potencjalnej I,

ELEMENTY PRZEMIESZCZENIOWE — COMPATIBLE ELEMENTS



Uogolniona Zasada stacjonarnosci energii I

Byto: ITp = J‘IJ:J.[A{HJ — fuJdV — i_[Tiu,dS

H{ = ﬂl on Su_.

Iy, = | I [{A(ey) — fu; = oyley — 3y + uy )}V

"'J-J-Tiuids o I,[Pf(“i — 4,)dS,
Sa Sy

oy P; - mnozniki Lagrange’a — spetnienie warunku w sposob catkowy

Ze wszystkich dopuszczalnych pol przemieszczer — rzeczywiste przemieszczenia dajq stacjonarnosc energii uogolnionej 11



Zasada minimum energii dopetniajgcej I1_

Byto: ITp = J‘JJ.[A{HJ — fuJdV — i_[Tiu,dS

ﬂ{_ = ﬂi On Su_o

I, = [[[B(e,)av — [|TadsS

Gys+/i=0 In V,
z warunkami koniecznymi:
Ti = Ti U'Il S,ﬂ-.
Ze wszystkich dopuszczalnych pdl naprezen — rzeczywiste naprezenia dajq minimum energii dopetniajqgcej 11

ELEMENTY SItOWE — EQUILIBRIUM ELEMENTS



Zmodyfikowana zasada minimum energii potencjalne; I,

I, = [[[lA@) — fu)dV — [[TwdS — u® =u® on S, }
v Sg

,py =1, — 2 [[A@® — uP)ds.

3 Sab

X2

Xy

Fic. 1I-2. V,, V, and S,».

Zasada minimum energii potencjalnej I, ze ztagodzonymi warunkami ciagtosci
Energia teraz stacjonarna, a hie minimum
Ztagodzony (do postaci catkowej) zostat warunek ciggtosci przemieszczen miedzyelementowych.
Dochodzg dodatkowe zmienne (mnozniki Lagrange’a o charakterze sit na granicach miedzyelementowych)

HYBRYDOWE ELEMENTY PRZEMIESZCZENIOWE — HYBRID DISPLACEMENT ELEMENTS



Zmodyfikowana zasada minimum energii dopetniajgcej I1_

II. = 2[[[BoydVv — [[TadS T +T®=0 on S
Va Su

M, =1 — Z[[pT® + T)dS

Sab

X2

Fic. 1I-2. V,, V, and S,».

Zmodyfikowana zasada minimum energii potencjalnej I, ze ztagodzonymi warunkami ciggtosci
Ztagodzony (do postaci catkowej) zostat warunek ciggtosci oddziatywan miedzyelementowych.
Dochodzg dodatkowe zmienne (mnozniki Lagrange’a o charakterze przemieszczen na granicach miedzyelementowych)

HYBRYDOWE ELEMENTY NAPREZENIOWE — HYBRID STRESS ELEMENTS



Metoda przemieszczen

Oparta na funkcjonale catkowitej energii potencjalnej

Macierz sztywnosci dodatnio okreslona (po natozeniu WB), dobrze uwarunkowana,
symetryczna, pasmowa

Sprawdzone, proste, efektywne algorytmy obliczeniowe

Przesztywnia konstrukcje

Naprezenia sg wtorne, rzad nizsza aproksymacja, brak ciggtosci miedzyelementowej



Metody hybrydowe

Najczesciej - oparte na zmodyfikowanym funkcjonale energii dopetniajgcej - elementy z
zatozonym polem naprezen (rdbwnowaga) i przemieszczeniami na brzegach

e Sztywniejg wraz z rozbudowg pola naprezen

* Miekng wraz z rozbudowag ksztattu przemieszczen brzegowych

* Charakter zwykle pomiedzy sformutowaniem przemieszczeniowym i sitowym

Dobre elementy ptytowe, zwtaszcza ptyty grube (z uwzglednieniem Scinania)

Powszechnie stosowane w modelowaniu materiatdw gumopodobnych (elastomerdéw), tzw.
materiaty hiperelastyczne.

Macierze sprowadzane do modeli przemieszczeniowych (stopnie sitowe sg kondensowane na
poziomie elementu) — zatem implementowane w systemach przemieszczeniowych. Dochodzg
wtedy dodatkowe, wewnetrzne zmienne o charakterze cisnien w elemencie (state lub liniowe)

Nieco ,ukryte” przed uzytkownikiem (elementy ,,Hermanowskie” — MARC, , mixed u-p” - ANSYS



Metoda sit

Oparta na funkcjonale energii dopetniajacej

Bezposrednia aproksymacja naprezen, sity wewnetrze sg podstawowymi stopniami swobody
Rownowaga naprezen, ciggte naprezenia miedzyelemenowe

Brak ciggtosci przemieszczen, pole przemieszczen uzyskane przez catkowanie pola odksztatcen
Problemy z postawieniem przemieszczeniowych warunkoéw brzegowych = podparcia
Konstrukcja zbyt miekka

DUZE trudnosci w automatyzacji oblicze- uktad nadokreslony, rdwnania liniowo zalezne

* Préby automatu - badanie rzedu petnego uktadu rdwnan, rzad macierzy rozszerzonej — wnioskowanie o
nadmiarowych zmiennych (ale wtedy wybér przypadkowy, a nie stany korekcyjne)

* Prace/Nazwiska — Argyris, Robinson, Jaworski, ILot
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Metoda Elementow Skonczonych (MES)
Sformutowania energetyczne

Finite Element Method (FEM)




