WYKLAD 7
SILY WEWNETRZNE W PLYNIE. ZWIAZKI
KONSTYTUTYWNE. PLYN NEWTONOWSKI.
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OPIS SI. WEWNETRZNYCH W PLYNIE. TENSOR NAPREZEN.

Zgodnie z hipotezg Cauchy’ego, sily reakcji dwdch czesci ptynu wynikajace z ich kontaktu
na wspolnej powierzchni granicznej (interfejsie) mogg byC scharakteryzowane za pomoca
wektora gestosci powierzchniowej sity zwanego wektorem naprezen (jednostka fizyczna to

Pascal Pa =N /m?). A x,

Tak wiec, ,sitka” odpowiadajaca rdzniczkowe;j dF =6dA
powierzchni dA nalezacej do interfejsu 02, N OL2,
dana jest wzorem dF =o dA, a,cata” reakcja to

Fo, 0, = I o dA

002, ¢

Zauwazmy, ze wektor naprezen ¢ W zadanym
punkcie interfejsu nie jest wartoscia zadnego pola
wektorowego (jak np. predkos¢ plynu)! X,

Xy

Jest tak dlatego, ze wartos¢ wektora naprezen jest nie tylko funkcja polozenia i czasu,
ale rowniez funkcja orientacji przestrzennej powierzchni! Orientacja ta jest zadana

(lokalnie) przez wersor normalny do powierzchni n. Mamy zatem ¢ = o (1, x, n).
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Zgodnie z 3-cig Zasada Dynamiki (zasada akcji-reakcji) wektor naprezen musi speiniaé
warunek (Cauchy’ego)

o(t,x,n)=—c(t,x,—n)

Pokazemy dalej, ze wektor napr¢zen moze by¢ skonstruowany poprzez odwotanie do pola
tensorowego. W tym celu rozwazmy porcj¢ ptynu w ksztalcie czworoscianu OABC
przedstawionego na rysunku.

A Sciana frontowa AABC nalezy do plaszczyzny
opisanej rOwnaniem

(n,X)=n;x; =h , h—mataliczba.

Pola powierzchni $cian czworoscianu oznaczymy
symbolami S, S;, S, 1 Sz, odpowiednio dla $cian
AABC, A0BC, AAOC i AABO. Jasnym jest,

ze pola wszystkich $cian sa O(h?).

Ponadto, dla j = 1,2,3 maja miejsce zaleznosci

S;=Scos[«(n,e;)]=S-(n,e;)=3n,

Objetos¢ czworoscianu  V, ~ O(h3).
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Dla masy ptynu zamknigte] w czworoscianie mozna e
napisa¢ rOwnanie ruchu, a mianowicie

vol surf

d _
E:vadx— F_ + F

silaobj.  sijla pow.

pochoaha.pgdu

Potrzebujemy wyrazenia na site¢ powierzchniowa

F

surf -

Ot6z mamy (pomijamy zaleznos¢ od czasu):

na AABC: o(x,n)=06(0,n)+0(h)
FA%C =S ¢ (0,n) +O(h°)

surf
na AOBC: o(x,—e,)=—0(x,e,)=—0(0,e,)+0(h)
FA%¢ =—S 6(0,e,) +0O(h*) =—Sn,6(0,e,) + O(h?)

na AAOC: ¢a(x,—e,)=—0(x,e,)=—0c(0,e,)+0O(h)
FA29¢ =-S5, 6(0,e,) +O(h°)=-Sn,6(0,e,) + O(h?)

surf
na AAOB: a(x,—e;) =—0(x,e;) =—0(0,e;)+0(h)
FA29% =-S. 6(0,e;,) +O(h®) =-Sn,6(0,e,) + O(h°)

surf
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X, Podstawiamy otrzymane wyrazenia do rOwnania ruchu. Po
uporzadkowaniu sktadnikow otrzymujemy rOwnanie

%jp”dx:va +S[a(0,n)—n;(0,e;)]+0(h%)
0 ) ’

. ., 0o(h®) O(‘gz)

Vo

O(h®)

Niech teraz h — 0. Powyzsze rownanie redukuje si¢ do
postaci

vV

Y

3
o

I 1

oo
D

1'93

o(0,n)—n;c(0,e;)=0

W przypadku ogolnym wierzchotek O nie jest poczatkiem uktadu odniesienia oraz przepltyw
moze byC niestacjonarny. Uwzgledniajac ten fakt, zapiszemy powyzszg rownos¢ w
rownowaznej (ale ogolniejszej) formie, a mianowicie

O'(t,x,n):nja(t,x,ej)

Zalozmy, ze wersor normalny N pokrywa si¢ z wersorem bazy € i Wektor naprezen

o(t, x,ej) ma w bazie {€;, j =1, 2,3} jednoznaczne przedstawienie, a mianowicie
o(t,x,e;)=0;(t,x)e; (sumowaniepoi)
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Ogolna formuta dla wektora naprezen moze by¢ zatem zapisana nast¢pujgco
o(t,x,n)=n;ao(t,x,e;) =0j (t, x) nje == (t,x)n

(En);

W naszym wyprowadzeniu pojawita si¢ ,,w naturalny sposob” macierz, ktora reprezentuje (w
wybranej bazie) tzw. tensor naprezen. Tensor ten jest na ogo6t zalezny od miejsca i od czasy,
czyli mamy do czynienia z polem tensorowym.

p—

Zauwazmy, ze tensor napr¢zen = zadaje transformacje linlowa (sparametryzowang przez

czas { 1 wektor wspolrzednych X) pomigdzy wektorami w 3-wymiarowej przestrzeni
euklidesowej:

Z:E°>w=we; — o;we ek’
W szczegolnosci
Whniosek: lokalna wartos¢ wektora naprezen w punkcie nalezacym do pewnej

powierzchni otrzymujemy z wyniku ,zadzialania” tensorem naprezen na wersor
normalny do powierzchni w tym punkcie.
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Jak obliczy¢ skladowe styczng i normalng wektora napre¢zen w zadanym punkcie?

Oczywiscie drogg obliczenia odpowiednich rzutow petnego wektora na odpowiednie kierunki
W przestrzeni!

Skladowa normalna do powierzchni jest rowna

oc,=(n-En)n= (n,Zn) n

iloczyn skalarny

Skladowa styczna mozemy obliczy¢ odeymujac od catego wektora sktadowg normalng ...

)

... albo stosujac bardzo zgrabng formule z podwéjnym iloczynem wektorowym

6, =nx(oxn)

Cwiczenie: uzasadnij powyzsza formufe.
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ZWIAZEK KONSTYTUTYWNY

Modelem reologicznym nazywamy w Mechanice Osrodka Ciaglego relacje pomiedzy
deformacja osrodka a sitami wewnetrznymi. IloSciowe ujecie tej relacji w postaci formut
matematycznych nazywane jest zwigzkiem (albo prawem) konstytutywnym.

W MOC definiyje si¢ klas¢ substancji zwanych plynami prostymi. Plynem prostym
nazywamy osrodek, w ktorym tensor deformacji = zalezy wylacznie od tensora predkosci

deformacji D. Relacja ta musi spelnia¢ kilka podstawowych warunkéw, przede warunek
niezmienniczosci (niezaleznosci od wyboru ukladu wspotrzednych), a takze zapewniac
symetri¢ tensora napre¢zen.

Przypomnijmy dwa fakty:

e Gradient predko$ci Vo moze by¢ przedstawiony jako suma Symetrycznego tensora
predkos$ci deformacji D i antysymetrycznego tensora obrotu R, czyli Vo=D+ R,

e Tensor D moze by¢ przedstawiony jako suma tensora sferycznego Dsg |
(symetrycznego) dewiatora Dpw, czyli D = D¢ + Dpy,

gdzie Dy =2trD-1 =%(V0)1I
1 6u. Ov: | 10dv
D,,=D-1(V-0)I = (D, )i ==| —-+— |-==—K5;
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Ogolny zwigzek konstytutywny dla plynu prostego ma form¢ wiclomianu o argumencie
macierzowym, postaci

E=0(D)=E,+c,]+c,D+c,D*+c,D° +...
ktorego wspotczynniki (skalarne) sg funkcjami trzech niezmiennikow tensora D, tj.
¢, =C[1,(D),1,(D),15(D)]
Rozwazmy wielomian charakterystyczny tensora D
Pp(A) =det[D—-Al]=-A3+ 1, A2 LA+1,

Z Twierdzenia Cayleya-Hamiltona wynika, ze ma miejsce rownos$¢
0,(D)=-D3+1,D2—1,D+1,=0 = D®*=1,D*—1,D+1,

Zatem, 3-cia potega i wyzsze potegi tensora D mogg by¢ przedstawione jako kombinacje
liniowe tensorow |, D i D,

Wobec tego, the ogélna forma zwigzku konstytutywnego dla plynu prostego ma posta¢é
tensorowego wielomianu 2-ego stopnia

= =0(D)=E,+c,I +c,D+c,D?
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PLYN NEWTONOWSKI

Dynamika wielu powszechnie spotykanych ptynow (woda, powietrze ...) moze by¢ opisane z
duza doktadnoscig przy uzyciu modelu liniowego ptynu prostego. W modelu tym tensor
naprezen zalezy liniowo od tensora predkosci deformacji 1 jego niezmiennikow. Ptyn o takich
cechach nazywamy pltynem newtonowskim.

W modelu ptynu newtonowskiego przyjmujemy, ze:

e C, jest liniowa funkcja niezmiennika Iy,

e C, jest wielkoscig stala,

e C,=0.
Jesli ptyn pozostaje w spoczynku, ma obowigzywaé¢ prawo Pascala, tzn. przy dowolnej
orientacji powierzchnit w ptynie jedyng skladowag napr¢zenia ma by¢ skladowa normalna

rowna liczbowo lokalnej wartosci cisnienia. Oznacza to, ze w spoczynku tensor naprezen
sprowadza si¢ do tensora sferycznego postaci

Z,N=-pn = EZ,=—pl
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Zwigzek konstytutywny dla ptynu Newtona mozna zapisac nastgpujaco:

==—pl +§(V 0)I+2uDg,, = —pI+ ((; su)(V v)I+ 21D
Ey 1,(D) “0 o G

gdzie
= u - lepko$¢ dynamiczna (jej jednostka Sl to kg/m-s)
« ( - lepko$¢ objetosciowa (tzw. druga lepkosc) (jednostka jak u) ; zwykle C << |
mozna jg przyjaé za rowna zeru.

Zwigzek konstytutywny zapisany w formie indeksowej ma postac

oL ov, ov;
Gij — _p+(§_%lu)a—x:z 5|j+/u axl_ + aXJ

J I

Dla ptynu niescisliwego V-0 =0 ipowyzsze formuly upraszczaja sie

E=-pl+2uD , o;=-pd;+u H| 7~V +=-U;
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Przyklad: Obliczy¢ napre¢zenia styczne na Scianie w przeplywie Couette’a.

[ ___U___., . Pole predkosci tego przeptywu zdefiniowane jest
> nastepujgco:
S O (%, %) =U, X, TH -, 0,(X, %) =0
g Cisnienie jest stale w calym obszarze. Na dolnej Scianie
—>| wersor normalny zorientowany na zewnatrz plynu to
%1 n=[0,-1].
Mamy zatem
B ov 1 (Ov ov
_ 0 x (e +a) [0
c=En=—pP n +2uDn= + 21 =
B P (801 oV, ) 0vy -1
=[0,-1] Mg | OX OXy |
_ o
:mﬂ“ 0 35 {o} uZ;’l :{—uUW/H}
1 Ov —
p 15 0 | p p

Zgodnie z zasadg akcji-reakcji jednostkowa sita styczna dziatajaca na dolna $ciane jest rOwna

U N
— K (jaki jest jej zwrot?)

Ll H

Twan = M3y ax2
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