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PROSTOPADLA FALA UDERZENIOWA. ADIABATA HUGONIOTA.

No, Gazodynamika dopuszcza istnienie silnych niecigglosci w
Q/ . . . .
Waye 10cy, przeptywach gazu. Najprostszym przypadkiem takie;

So . : . .
/E} nieciggtosct w przeptywie jest prostopadia fala

uderzeniowa (PFU).

Rozwazmy obszar kontrolny {2 ograniczony powierzchnia
brzegowa 02 = SO U Sl ) Sz

Rownania zachowania dla przeplywu ustalonego przez PFU:

(1) masa _[ pu,ds=0 =  pu =p,U,
o 1D
(2) ped [ (pop+pn)ds=0 = pui+p, =pul+p,
012 1D
(3) energia APy +iuf = P +1us




Plan dzialania:

1. Opisac proces termodynamiczny zachodzacy podczas przeptywu przez PFU.
2. Znalez¢ zwigzki pomiedzy parametrami gazodynamicznymi przed i za PFU.

Zaczynamy ...

Podzielmy (2) przez (1) ...

ul+£:u2+& = U, —Uu, = P, _ Py (4)

PUy P,U, pPU, o U

Przepiszmy rownanie (3) w postaci

(Ul—Uz)(Ul—I-UZ): oK [pz - plj (5)
k=1 p, p

Stosujac (4) rownanie (5) moze by¢ zapisane nastepujgco

( P, _ P, ](uﬁuz): 2K [pz_plj ©
PUy oy k=1 p, p




Lewa strona rownania (6) moze by¢ przeksztatcona nastepujaco (korzystamy w rownania
zachowania masy (1) ) ...

Py P PP
= +
ST y/ pzy/y/ pl}/}/ o p P P
—,01}‘/ —pZ}‘/
Roéwnanie (6) przyjmuje postaé
pz+pz_p1_p1:21<(p2_p1] -
Py P P P K=1p, Py

Mnozymy rownanie (7) przez p,/P, i otrzymujemy zwigzek pomiedzy wielko$ciami

,01//02 | pz/pl

K+l _ P1 Kk+1 P2 _ 1
p2 _ k-1 P _ k1P (8)
p K+1 P1 -1 K+l _ P2

1 x-1p, k=1 P

Otrzymalismy formul¢ opisujacg proces termodynamiczny, ktoremu podlega gaz
przeptywajacy przez PFU! Formuta ta nosi nazwe adiabaty Hugoniota.




Otrzymana formula rozni si¢ od formuly procesu izentropowego (zwanego adiabatg
Poissona). Przyjrzyjmy sie temu blizej ...

Zauwazmy, ze dla 'Zi = ’,g“_“% > 1 funkcja (8) ma asymptote pionowa. Wynika z tego,

ze podczas przechodzenia przez PFU gestoS¢ gazu nie moze wzrosngC bardziej niz ’;—J_“%
razy. Dla k =1.4 (gaz dwuatomowy) maksymalna warto$¢ stosunku to 'Z—i =0.
Oznaczmy y=p,/p . X=p/p . a=%4
Formula (8) przyjmuje postac

ax—1

y(X) =

a—X

Obliczmy pierwsza pochodng
(a+1)(a— 1) a+1
y’(X) yHugonlot (1) — =K

(—x)* a-1

Dla przeplywu izentropowego mamy Y(X) = X*, zatem

y’(X) — KXK_l :> yI’DOiSSOﬂ (1) =K




Ponadto

2 +1)(ax—-1)
(@ —x)’

yi';entropic (X) = K(K - 1) XK_Z — yi’;entropic (1) = K(K o 1)

yllflugoniot (X) — = y” (1) — K(K o 1)

Hugoniot

Widzimy, ze linie opisujace adiabaty Hugoniota (dla PFU) i Poissona (proces
izentropowy) sa w punkcie X =1 §cisle styczne.

Z fizycznego punktu widzenia oznacza to, ze stabe fale uderzeniowe sg prawie
Izentropowe. Istotnie, z wlasnosci Scistej stycznosci adiabat wynika, ze

P,
P,

P

Hugoniot pl

=C (& — 1] +o[(p, //01)3]

L1

gdzie C jest pewna stal3. W szczegodlnosci, dla 1< p,/p, <2 adiabaty Hugoniota i
Poissona sg niemal nierozroznialne (vide obrazek).




Rankin-Hugoniot and Poisson adiabats (kx = 1.4)
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ENTROPIA 1 ZWIAZKI GAZODYNAMICZNE DLA PFU

Z 1-szej Zasady Termodynamiki mamy

ds:d—qzl(di—d—p):c dr _dp _. dT __dp
T T p° T Tp T p

Z rébwnania stanu (Clapeyrona) p = oRT wynika, ze
dp:dp+dT _ dT :dp_dp
b p T T p p

1 rozniczka entropii wlasciwe] moze by¢ zapisana w postaci

ds:cp(dp—dpj—Rd—p:cvd—p—c dp
p P

Inp=Inp+InT +const =

p "p "p
Po scatkowaniu otrzymujemy

s=c¢,Inp-c, Inp+const=c,In(p/p*)+const
=KCy




Z otrzymanej formuly wynika wzor opisujgcy zmiang entropii pomiedzy dwoma stanami
termodynamicznymi gazu, a mianowicie

ASESZ_Slzln & —In ﬂ =1In & —1In p_g
C G Py PL Py PL
Zauwazmy, ze dla adiabaty Hugoniota ma miejsce nierdwnos$¢

<(&] = As<0
Hugoniot Pr

Wynika stad, ze fala uderzeniowa, ktora prowadzilaby do spadku gestosci i ciSnienia
(fala rozrzedzeniowa) przeczy 2-giej Zasadzie Termodynamiki.

&<1:>&

L1 P,

Whnioskujemy, ze w przyrodzie istnieja wylacznie zgeszczeniowe (i sprezajace gaz) fale
uderzeniowe.

> P2 >1 < As>0
%

Pz
Py

Hugoniot




Zobaczmy co z tego dalej wynika ...

Zauwazmy, ze skoro P2 >1 to z rOwnania zachowania masy mamy
P1 PFU
-1
_ _| P2
Py =pU, = U, = [;j u = U, <t
1

Z roOwnania energii wynika dalej, ze
T,-T,=(u;-u;)/2¢c, >0 = T,>T,

czyli gaz po przekroczeniu fali uderzeniowej ogrzewa sie.

Pokazemy, ze przeplyw przed fala uderzeniowq jest (w ukladzie odniesienia
zwiagzanym z falg) zawsze naddzwi¢kowy, a za PFU — poddzwi¢kowy.

W tym celu zapiszmy rOwnanie energii w nastepujacej postaci

M=1

T k-Dp Tk-Dp ). 2x-1)




Piszac to rownanie w punktach — odpowiednio — przed i za PFU otrzymujemy rownosci

. K P, Kk+1 a’

U+ -
(k—Dup,  2(x-1)u,

L+ KP, _ k+1 a’

(k=Du,p, 2(x-1)u,

Nastepnie odejmujemy je stronami ....

k+1(a’> a’
ul—u2+ = — =
\ U u, k—=1\u, u,

J/

U, —Uy (Rown 4)

Po prostych przeksztalceniach otrzymujemy zwiazek Prandtla dla PFU

—U; 2
-2 132 and u,#U; = UU,=a;

u,—u, =
2 1 UU2

ktory implikuje, ze
u,>a, , U, <a,




Co z liczbami Macha?

Rownanie energii

, a’ K+1

2U° + = a,
k—1 2(x-1)

dzielimy przez kwadrat predkosci gazu i otrzymujemy rownos¢

2 1 _chrla*2
k—1M? x-1u?

1+

Po prostych przeksztatceniach mamy

W powyzszej rownosci wynika, ze

u>a, => M;>1, u,<a. = M,<l1




Zatem, przeplyw przed PFU jest naddzwi¢ekowy, a za PFU — poddzwi¢kowy.

u :
Wielkos¢ A =— zwana jest wspotczynnikiem predkosci. W przeciwienstwie do liczby
a

Macha, wspolczynnik predkosci przyjmuje wartosci z przedziatu ograniczonego, a

mianowicie
Ilmﬂ1 K+i , Ilmﬂ2 ‘/
M, —0

Liczba Macha M, (za PFU) moze by¢ wyrazona jako funkcja liczby Macha M, (przed
PFU). Wykorzystujac zwiazek Prandtla, mozemy napisac

*k

Ul 1 K+1 K+1 _q

a a,
s K—l+i2 K—l+i2
I\/Il MZ

skad wynika, ze




Podobnie, mozna wyrazi¢ jako funkcje liczby Macha przez PFU inne stosunki wielkosci
gazodynamicznych. Np. stosunek gestosci wynika z rownania zachowania masy

Lo M. ) = U, M, & M, [a] (i]lM M 1
,01( 1) = 2( 1) = M(Ml) (M) = ML (M) (1)a0 [M,(M)]>

iz.
W celu obliczenia stosunku ci$nien (jako funkcji M;) przeksztalcimy rownanie pedu w

nastepujacy sposob

2 2
P+ pu® = p(l+%]: p[l+%}: p(1+xM ?) =const

Stosujac otrzymang rOwnos¢ w punktach przed i za PFU otrzymujemy zwigzek

&I\/I _ 1+K‘|\/|2 o1
pl( )= 1M ;(M,)




Przepltyw przez fale uderzeniowa jest (z zalozenia) adiabatyczny, zatem temperatura
catkowita Tg nie ulega zmianie (formalnie T,, =T, =T,). Mamy zatem

(T/T,)(M))
T IM,MT

gdzie stosunek T /T, wyraza wzor wyprowadzony z réwnania energii (vide Wyktad nr

13)
T k=1, )"
T—(M)_(l M j

0

T,
—=(M,)=

Otrzymane zaleznosci przedstawiajg ponizsze wykresy ...




NORMAL SHOCK WAVE (k=1.4) NORMAL SHOCK WAVE (k=1.4) NORMAL SHOCK WAVE (k=1.4)
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Na koniec rozwazmy zmiany ci$nienia catkowitego (spietrzenia) wywotane obecnos$cia
PFU. Rozwazmy proces opisany schematem ...

P = P> P, 7 Pp<Pyn

izentropowe PFU izentropowe
rozpedzanie spowolnienie

Pokazemy, ze po przejsciu gazu przez fale uderzeniowq ciSnienie calkowite maleje.




Uzasadnienie tego stwierdzenia przebiega nastepujaco.

Wiemy, ze entropia gazu na fali uderzeniowe) wzrasta.
Wyprowadzona wczesniej formuta dla zmian entropii
moze byC zapisana dla parametrOw spigtrzenia, a
mianowicie

O <%: In( poz/p01)_K|n(p02/p01)

Vv

Poniewaz temperatura spigtrzenia (caltkowita) nie ulega
Zmianie, to

B Poz _ Poy
TOl _T02 :TO révﬁgnie o, N p
Clapeyrona /701 01

Zatem

0.2

NORMAL SHOCK WAVE (k=1.4)

A
O<§:(1—K)In(p02/p01) = Poy/ Py <1




