Metoda Elementéw Skonczonych (MES)
Sformutowania przemieszczeniowe



Size

§ Classica Relativistic
A Mechanics
Té Quantum Quantum

2 Mechanics Field Theory

V <<3x 108 m/s

Speed

V ~ 3x 108 m/s or Higher



Roéwnanie ruchu F(t)} = wektor obcigzeh weztowych

w 0golnym przypadku mozna zapisac jako:

[M]{a}+[Cl{a}+[K]{a} ={F(.0)]

xn  nx1 nxn nx1 nxn

Gdzie:

[M] = macierz masowa

[C] = macierz ttumienia

[K] = macierz sztywnosci

F(t) = wektor obcigzen weztowych

{q} = wektor przemieszczen weztowych
{q’} = wektor predkosci weztowych

{q”} = wektor przyspieszen weztowych

nx1

nx1

{a) =%{q(t)} =1

((da,(t) |

dt
dg, (t)
dt

dg, (t)

| dt

Réwnania MES — uogélnienie macierzowo

d*q,(t)
| dt?

(d’qy(t)
dt?

d g, (t)

{qt)}=4 dt?

J



Operujemy najbardziej typowym sformutowaniem MES
(sformutowanie przemieszczeniowe),

\ *,,F

¥g

W ujeciu energetycznym
energia odksztatcenia i energia kinetyczna
wyrazajg nastepujaco:

U :%LqJ[K]{q} T=%LQJ[M]{Q}

e

Korzystajgc z energii odksztatcenia — mamy macierz sztywnosci
Korzystajgc z energii kinetycznej — otrzymamy macierz masowg

“Réwnania MES — uogdlnienie macierzowo
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Fig, I-1. A flow diagram for the small displacement
theory of elastostatics.




,,,-,--”’échemat najprostszego elementu
~ struktury
g,=u, k

——

5 2)

W ujeciu energetycznym
energia odksztatcenia

wektor parametrow
weztowych: 7

(e = {u)

F=k-Au=k (u, —uq)




| ~ Schemat najprostszego elementu (np. sprezyna)

1 ko —k||u macierz sztywnosci elementu:
U, =—|_u1,u2J - -
2 -k k ||u, o —k
k], =
1 © |-k Kk
U, =5l [¥l i,
W t _ =
energia odksztalcenia U =>lal[K]{a}
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> Wektor parametrow weztowych: q, U,
' b a5, =y ¢ =
_ q,), U, |,
— == ———» Aproksymacja pola przemieszczen osiowych:
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Wektor funkcji ksztattu: Funkcje ksztattu:
e
BAERAGRAG] N@=1-2, NE)=>

Odksztatcenie osiowe: &‘(5) = j—z = {Nl', N;J{zl } | > U, = %Aj 5(5)5(§)d§ = %fé




Réwnania MES —

I
- EA ¢
Zatem w ujeciu energetycznym U = j L 41+4 JE )
energia odksztatcenia (deformaciji) 2 .
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Klasyczny MES

e Ciggle przemieszczenia w strukturze — ,,ztozenie” elementéow

Ciaggte pole przemieszcen w elemencie u(x,y,z) opisane jest
funkcjami ksztattu N(x,y,z) oraz wybranymi (dyskretnymi)

przemieszczeniami w elemencie u;.
{u(xy,z) }=[N(xy,z]{u}

Partition of Unity....

(b) Ng=1(1-8) (1-n?)
GE — for internal use only

Adam Dacko Ewolucja technik obliczeniowych w metodzie elementdéw skonczonych - XFEM



Rownanie ruchu w ogolnym przypadku

mozna zapisaé jako: %
gdzie: ) g da, (t)
=—q(t)§ =1
. . [M] = macierz masowa =g o) dt
— [C] = macierz ttumienia dg,
[M ]{C]}+ [C]{C]}-F[K]{C]} {F(t)} [K] = macierz sztywnosci | th(t),
nxn nx1 nxn nx1 nxn nx1 nx1

F(t) = wektor obcigzen weztowych

{q} = wektor przemieszczen weztowych
{q’} = wektor predkosci weztowych
{q"} = wektor przyspieszen weztowych

Przypadki szczegodlne, uproszczone:

{F()} = {0} — drgania swobodne
{F(O)} ={0} [C]=[0] — drgania wiasne
{F(H)} = {0} [C]=[0] [M]=[0] — zagadnienie statyczne

[[d?q,(t)
dt?
d’q,(t)
dt?

d’g,(t)

| dt?




Roéwnania MES - energia potencjalnai kinetyczna
[M]{a}+[Cl{a}+[K]{a) = {F @)}
Operujemy najbardziej typowym sformutowaniem MES

(sformutowanie przemieszczeniowe), a zatem w ujeciu energetycznym
energia odksztatcenia i energia kinetyczna wyrazajg sie przez stopnie swobody jako:

u="la)ilig}  T=3lalMla

Korzystajgc z energii potencjalne| — otrzymamy macierz sztywnosci
Korzystajgc z energii kKinetyczne| — otrzymamy macierz masowg
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Rownania MES uogo nienie macierzowo

~ Energia kinetyczna elementu Q. w funkcji T, = E'_UJe [m]e {U}e element Qe
predkosci ma postac:

gdzie przemieszczenia wewnetrzne w {u} [N]{q} dQ.

elemencie dane sg funkcjami ksztattu N:

dT, %Lujdm{u}: ;Qe

T, :%LquQe{qh T, =% q@{q}e > [’”LZE];[N]TP[N]“TQF

Tzw. masowa macierz KONSYSTENTNA



[M]{a}+[C]{a}+[K]{a} = {F®)}

nxn nx1 nxn nx1 nxn

macierz sztywnosci K jest znana (zob. MES |)
macierz masowa M jest juz takze znana

nx1

nx1

macierz ttumienia C jest najczesciej przyjmowana w sformutowaniu Rayleigha

Macierz ttumienia (model Rayleigha)
o tym bedzie dalej:

[Cl=a[M]+ A (K]
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[M]{a}+[C]{a}+[K]{a} = {F®)}

nxn nx1 nxn nx1 nxn nx1 nx1

macierz sztywnosci K jest znana (zob. MES |)
macierz masowa M jest juz takze znana

alternatywa ttumienia
macierz ttumienia C jako tzw ttumienie strukturalne (wymaga rachunku zespolonego!)

Ttumienie strukturalne —
proporcjonalne do przemieszczenia, ale w fazie z predkoscia

( Etixitde=0

mi+k(1+in)x=0
- J




Macierz masowa dla preta:

T, = ! dmgj)z = % ! (u)’ pAdE

gdzie predkosci w elemencie sg dane
funkcjami ksztattu i predkosciami weztowymi:

0(6)-[ M) M)

d,

N1=1—|§, N, =&

’
e e

Po scatkowaniu otrzymujemy:

I Gy
T =266 J(m], {q}
[m], = J{N} [N ],

Q.

Konsystentna macierz masowa dla preta:

AL 2]t

[me]:pa 1

skupiona macierz masowa dla preta:

[m]:pAle 3|0
: 6 |0]3




Rownanie ruchu w szczegolnym przypadku
drgan wtasnych ma postac:

[M]{a}+ [+ [K fa = (F

Rozwigzanie  {q(t)} ={q}, coset +{q} sin wt

0golne RRZ:
- [M[{a} +[K]{a} = {0]

Niezerowe rozwiazanie istnieje dla :
; | det([K]-w

To wielomian n-tego stopnia w funkcji w? .

Réwnania MES — wartosci wiasne

[M]id}+[K]{a) =10}

mmm) (§)=-0’{q}, cosot-w’{q}_ sinet=-0’{q}
mm) ([K]-0’[M]){a}={0}

*[M])=0

FINALNIE rozwigzaniem problemu jest n par. warto$¢ wtasna m; i je] wektor wtasny g;



Rownania MES — wartosci witasne

~ Zagadnienie na warto$ci wlasne:

[M]1d}+[K]{a)=10]

det([K]-w’[M])=0

Rozwigzanie to pary czestos¢ wilasna i wektor wiasny (KSZTALT):

Wektory wtasne sg ortogonalne, czyli {a)i » 0, } I=1,n

_qu {q}j - é‘ij
ale musza by¢ skalowane, i B
np. skalowanie masowe: _qu [M ] {q}j _5ij

albo skalowanie sztywnosciowe: LCIJi [K {Q}j =9

gdzie n = liczba MASOWY CH stopni swobody

Po skalowaniu wektory wlasne sq ,,ortonormalne”



MES — zac IE—

oo

Rownanie smamii (M {a-+[C]{a}+[K }{a} ={F (10}

nxn nx1 nxn nx1 nxn nx1 nx1

Przypadki szczegolne, rézne typy analiz

Modal Response, Normal modes (drgania wfasne)

Frequency Response, Harmonic Response (odpowiedz w dziedzinie czestotliwosci)

Transient Response, Time-history (odpowiedz w dziedzinie czasu, analiza stanéw nieustalonych)
Random Response, Random Analysis (odpowiedz na obcigzenia losowe)

Shock Analysis, Response spectrum (odpowiedz na obcigzenia udarowe)



(Transient Response)

Matematycznie — sformutowanie ,direct” lub ,modal” = metoda redukcji baz
Przejscie z RRZ na rownania réznicowe — rozne schematy catkowania

Metody niejawne (Implicit time integration) — bezwarunkowo stabilne (prawie wszystkie)
- Hilberta

- klasyka : B-Newmarka

- nowsza: HHT (Hilber, Hughes, Taylor)

Metody jawne (Explicit time integration) — warunkowo stabilne (kryterium CFL 1)
- central difference method
- LS-Dyna, Dytran, PAM-crash, Abaqus Explicit



Metody niejawne (Implicit time integration) € bezwarunkowo stabilne

- Hilberta, 6-Wilsona

- klasyka : B-Newmarka
- nowsza: HHT (Hilber, Hughes, Taylor)

Metoda B-Newmarka z parametrami
Newmark oryginalnie zaproponowat y =0.5, = 1/4, co daje schemat bezwarunkowo stabilny

(Sredniego przyspieszenia, tzw. reguta trapezu — zob. nastepny slajd)
t+AtU _ tU' +[(1_7/) tU' 4 7/t+AtU']At
. 1 .. ..
t+AtU — tU + tU At +[(E_ﬂ) tU +ﬂt+AtU ]AtZ

M t+AtU° + C t+AtU + K ’[+AtU _ t+AtR



y=0, =0 — Constant Acceleration

A?t < 0.636 (stable)

x:

>

Acceleration, X

At At Time, t

Czasem uzywane sg inne oznaczenia parametrow Newmarka: zamiast y — 6 oraz zamiast  — «

y=1/2, B=1/4 —— Average Acceleration

Acceleration, X

xn’l

E

------------------ 7 ________'x'= in +'>inol
At Time, t

y=1/2, B=1/6—

Acceleration, X

n+1

A?t < 0.55 (stable)

Linear Acceleration




START

+

Obliczenia wstepne:

¢

n=0, t=0
Obliczenie poczgtkowych macierzy:
macierzy sztywnosci K, masy M, thumienia C

v

|

Petla po krokach czasowych.

Obliczenia dla typowego krokun |«
r=t+At, n=n+l

’

Wezytanie warunkow poczgtkowych: x, = x(0), X, = x(0)
Obliczenie przyspieszenia poczatkowego ze wzorn (2.1)
X, =M"(F(0) - Cx, - Kx, )

Obliczenie efektywnego wektora obciazenia
F.,=F_, + M(aox, +a,x, + a3ir) + C(alx, +a,x, +asi1,)

|

l

Rozwigzanie wzgledem wektora przemieszezen w chwili 7 + Ar

th+Af = E+A! = Xx‘-ul! = I_{_LE+A{

Wybor dtugosci kroku catkowania. Ar. Wybor wartos$cidla 5.y

2
r= l, B= %[% + y] . Obliczenie statych catkowania:

2
a‘):%: al:L, HQ,:L: a3:L71: 342171
) YA Ty 7

Ay
= L2, a =Al-y). a =
a; 2[;3 ] a;=At(1-y). a =7

!

Obliczenie wektordéw przyspieszen i1 predkosci w chwili 7+ Ar
X, 0 =0y (XHN - xr) —a)X, — a5X,

X

f+ AP

=X, + aX, + a,x, .

v

Utworzenie zastepczej (efektywnej) macierzy sztywnosci K

K=K+aM+qC

v

Odwrdcenie (triangularyzacja) macierzy K

K = ILpL = K!

}

Czy ostatni krok?




Warunek rzad
Mgz Typ B ¥ stabilnosci dokladnosci
S[Le_d.nmgmmzxmszs‘jma niejawna Ya %) bezwarunkowa 2
(regula trapezu)
liniowego przyspieszenia niejawna 1/6 Y2 warunkowa 2
) Foxa-Goodwina | niejawna | 1/12 | 4 warunkowa 2
| roznic centralnych J jawna 0 ) warunkowa 2




Metoda a-HHT (Hilber, Hughes, Taylor) jest uogodlnieniem metody Newmarka. Przedstawia rodzaj

liniowe] kombinacji standéw dla czasu t oraz t+At. W rownaniu zapisanym dla chwili t+At
wspotczynniki ,wagowe”™ a (dla sit, przemieszczen, predkosci | przyspieszen) okreslajg udziat
zmiennych z chwili t i z chwili t+At. W przypadku, gdy parametr a jest zerowy, metoda sprowadza
sie do metody 3-Newmarka.

Metoda dla pewnych a jest bezwarunkowo stabilna, ma doktadnosc¢ drugiego rzedu.
Wprowadza korzystne, niewielkie ttumienie numeryczne. Powoli staje sie jedng z podstawowych
metod w komercyjnych programach MES.



Metody jawne (Explicit time integration) arunkowo stabilne (kryterium CFL !!

- central difference method
- LS-Dyna, Dytran, PAM-crash, Abaqus Explicit

1

tU’ _ t—AtU L 2tU i t+AtU
i >

U :i(_t—AtU_FHAtU)
2At

. - t t
MU +C'U +K'U='R
Co po podstawieniu pozwala wyznaczy¢ nastepng chwile w zaleznosci TYLKO od poprzednich

1 1 2 1 1
—~ M+—CO)"MU=R—-(K-——M)U - (—M -—C)"™U
(At2 2At ) ( At? ) (At2 2At )




W literaturze stosowane sg dwie odmienne definicje okreslenia ,metoda
jawnego catkowania”. W niniejsze] pracy przyjeto za Kleiberem [113] |
Belytschko [15], ze jawnos¢ oznacza mozliwos¢ bezposredniego obliczenia
wektora przemieszczen w chwili t+At na podstawie znajomosci
przemieszczen w chwili t oraz poprzednich. Moze to w niektorych
przypadkach oznaczaC¢ koniecznos¢ faktoryzacji efektywne] macierzy
sztywnosci.

Niektorzy autorzy, np. Hughes [104], p. 493, stwierdzajg natomiast
wyraznie, ze metoda réznic centralnych jest jawna jedynie w przypadku,
gdy macierze masowa | ttumienia majg forme diagonalng.



START

v

Petla po krokach czasowych.

Obliczenia dla typowego kroku n <
t=t+At, n=n+1

A\ 4
Obliczenie efektywnego wektora obciazenia

F =F —(K-2,M)x, —(3;M-aC)x_,

A4
Obliczenia wstepne
h 4
n=0, t=0

Obliczenie poczatkowych macierzy sztywnosci K, masy M, thumienia C

Rozwigzanie wzgledem wektora przemieszczenia
w chwili t+ At

I\_/I)(t+At ='_:t = Xym = |\_/|71|_:t

'

v

Wezytanie warunkow poczatkowych: X, = x(0), X, =X(0)
Obliczenie przyspieszenia poczatkowego ze wzoru (2.1)
X, =M™ (F(0) - Cx, — KX,)

'

Obliczenie x_,,.

Woybranie kroku czasowego At <At i obliczenie statych

1 1
%:W’ a=o— =28, a=—.

X_ o = X — AtX, + 35X,

1
2At’ a,

'

Utworzenie zastepczej macierzy masowej:

M=aM+aC

’

Obliczenie wektoréw przyspieszenia i predkosci
w chwili t (jesli potrzebne)

Xt :ao(xtht _2Xt +Xt+At) ’
X( :ai(_Xt—At +Xt+At)

v

Zapis wielkosci wynikowych przemieszczen,
predkosci i przyspieszen obliczonych w kroku

Czy ostatni krok?

T

STOP



Dla utrzymania stabilnosci obliczen krok catkowania po czasie musi by¢ mniejszy od

pewnego krytycznego kroku czasowego At- , zaleznego od wtasciwosci catego uktadu.
Warunek ten nosi nazwe kryterium Couranta (lub Couranta — Friedrichsa - Lewy’ego,

CFL): ;
ai=fma 2 A= 2 (i E )
a)max

T Oy
gdzie okres T, | czestosSC w,,,, dotyczg najwyzszej wartosci wiasnej uktadu, a gorny
indeks L w oznaczeniu kroku czasowego informuje, ze wielkoS¢ kroku wynika z
rozmiarow siatki Lagrange’a.
W przypadku wystepowania w zadaniu elementow typu Eulerowskiego zostaje
uwzgledniony takze graniczny krok czasowy dla elementow domeny Eulera:

Al = 2

c

gdzie Ax oznacza charakterystyczny wymiar elementu siatki Eulera, natomiast c jest
lokalng predkoscig dzwieku w elemencie (w osrodku ptynowym).
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Kombinacja szczegdlnych rozwigzan w zadaniu dynamicznym: '

4

1. Warunkowa stabilnosé metody Explicit (CFL) -
zatem stosujemy BARDZO maly krok catkowania po czasie

2. Ogromna liczba krokéw wymusza zastosowanie do KROTKICH zjawisk (milisekundy)

3. Przyspieszenie obliczen zmusza do stosowania BARDZO uproszczonych elementow

4. Proste elementy wymuszajg bardzo drobng siatke podziatu (co z kolei utatwia lokalne
efekty nieliniowe)

5. Proste elementy wymuszajg ZREDUKOWANE catkowanie (mato doktadne)

6. Takie catkowanie daje model podatny na hourglassing” (tzw. klepsydrowanie,
zob. rysunki) — zatem trzeba stosowac kilka warstw elementéw

7. Krétkotrwate zjawiska upowazniajg do zaniedbania ttumienia

8. Z drugiej stronu — sformutowanie Explicit ,,rozprzega” uktad réwnan - jest zatem
»,zestaw rownan” a nie ,,ukiad rownan” — NIE MA odwracania macierzy

ZASTOSOWANIA: zderzenia, wybuchy, pociski przebijajace ostony balistyczne, obliczenia
siedzen i manekinéw (takze ,,skrzynka piwa”)
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METODY REDUKCJI BAZY

Rozwazajgc rozwigzanie rownania dynamiki nalezy zwrdci¢ uwage na fakt, iz zwtaszcza w przypadku
zadan stanow nieustalonych rozwigzanie bedzie musiato by¢ wykonane setki czy tysigce razy.
Oczywiscie, przy zachowaniu pewnych warunkow (typu stata dtugos¢ kroku czasowego) — mozna
pewne powtarzalne elementy algorytmu zoptymalizowac¢, zmniejszajgc koszty numeryczne. Tym
niemniej przede wszystkim sam rozmiar zadania (liczony w stopniach swobody) jest podstawowym
czynnikiem decydujgcym o0 pracochtonnosci rozwigzania. Zatem nalezy rozwazyC metody
matematyczne zmniejszajgc rozmiary zadania dynamicznego, przy zachowaniu siatki podziatu. Sg to
tzw. metody redukcji, ktore omowiono krotko ponizej.

Metoda redukcji statycznej (tzw. kondensacja statyczna, Guyana) polega na wewnetrznym podziale
wektorow | macierzy rownania dynamiki na czesci zachowane do dalszej analizy (indeks ,a”) oraz
czesci, ktére zostajg skompresowane (indeks ,0”). Czesci podlegajace ,kompresji” (czyli redukcji albo
kondensacji) stanowig zwykle wiekszg czesC oryginatu — do analizy pozostawia sie niewielkg
(kilkuprocentowg) czes¢ zmiennych. W przypadku analizy statycznej taka kondensacja jest operacjg
bezstratng — wyniki sg doktadne. W przypadku analizy dynamicznej — prowadzi do uproszczen, ktorych
skutki nalezy zminimalizowac.




Kondensacja statyczna - Guyana
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gdzie dla przypadku statycznego czes¢ wykondensowana jest rowna:

F=—[KJ([Ka iU} +{F})

natomiast niewielkie rOwnanie pozostajgce do anahzy przyjmuje postac:

[Kaa]{ 2 ={F}
Przy zapisie: [G ]——[K { }:[ o]
] {R}=1{F,

oraz [Kaa] I:Kaa:|+[KaO]
mamy finalne rozwigzanie w postaci:

{ua} =[G, J{u }+1ug)



etoda redukcji dynamicznej (G

(uogolniona metoda Guyana, GDR) wprowadza pewne przyblizenia dla tych czesci zadania,
ktore zostaty pominiete przy metodzie redukcji statycznej. Pozwala to na poprawe doktadnosci
metody. W GDR, podobnie jak w metodzie Guyana, zachowana zostaje doktadna sztywnosc¢
struktury. W zadaniach z istotnymi wielkosciami przyspieszen, btedy bedg proporcjonalne do
wykondensowanych mas.

Metoda ta jest dwukrokowa.

Pierwszy krok jest zwyktg kondensacjg statyczng (metoda Guyana).

Drugi krok uzywa macierzy transformacji z operacji poprzedniej (statycznej) do oceny efektow
masowych (bezwtadnosciowych) usunietych stopni swobody. Kluczowym aspektem tego kroku
jest okreslenie cztonoéw korekcyjnych w formie analogicznej do sposobu uzytego w redukcji
Guyana




omponent Mode Synthesis (CV

metoda Craiga-Bamptona (C-B) — to metoda redukcji zadania
dynamicznego, korzystna zwtaszcza przy tgczeniu  podstruktur
(superelementow). Podobnie jak w zadaniu redukcji statycznej, wektor
przemieszczen jest dzielony na dwie czesci: niewielkg czesc¢ ktéra ma bycC
zachowana, oznaczong Ug— sg to np. podpory, miejsca obcigzenia lub wezly,
do ktorych bedg dotgczone Iinne podstruktury, oraz na pozostatg,
,wewnetrzng” czesC¢ odksztatcalng, ktéra chwilowo ma by¢ zredukowana
(,wykondensowana”) — czesc¢ u, .
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Transformacja redukcji Craig-Bampton ma dwa kroki:

)

PO _pierwsze zbidr stopni swobody u, jest zapisywany we wspotrzednych

uogdlnionych (modalnych), Q.. Oznacza to, ze podlegajacy redukcji model jest
transformowany z zapisu w niewiadomych czysto fizycznych - do zapisu o
,2hybrydowej’ postaci wektora niewiadomych, ktory teraz sktada sie czesciowo ze
zmiennych fizycznych,u,, a czesciowo ze wspotrzednych modalnych Q. .



Craig-Bampton (CMS)
Drugi krok redukcji C-B polega na obcieciu modalnym catego zestawu zmiennych (. do znacznie
mniejszego zestawu zmiennych QL. Jest to rozwigzanie bardzo praktyczne, gdyz zwykle wyzsze
postacie modalne majg nikly wptyw na odpowiedz struktury. Przyjmuje sie w praktyce
inzynierskiej, ze sktadowe modalne utrzymane w rozwigzaniu (po obcieciu) powinny miescic¢ sie
przynajmniej do czestosci 1,5-2 razy wyzszych, niz przewidywana czestos¢ odpowiedzi struktury,
albo 1,5-2 razy wiekszych niz czestos¢ wymuszenia.

{u,} = {”} - {' - OH”} [uc ] =[x {ue s+ )
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(Synteza Modow Superelementow)

Superelement (czton) jako czesc¢ struktury (mechanizmu) — redukowany do opisu macierzowego
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dy redukcji bazy — superelementy‘ “(w dynamice: CMS - Cr i

» Mozliwos¢ rozwigzywania zadan przekraczajgcych ograniczenia systemu
obliczeniowego
» Czesciowe przekonstruowanie modelu (zmiany tylko fragmentow struktury)
» minimalizacja wptywu zmian — jedynie zmodyfikowane czesci muszg by¢ przeliczone
» odpowiednie planowanie struktury moze wyizolowa¢ zmiany do pojedynczego superelementu
» Podziat budowy modelu na podzespoty/superelementy

» organizacja — zasoby ludzkie, podwykonawcy, dostawcy, integrator

» powtarzalne czesci modelowane sg tylko raz

» Podziat analizy wynikow
» organizacja — zasoby ludzkie, podwykonawcy, dostawcy, integrator

» Ochrona rozwigzan niejawnych projektu (nie muszg by¢ udostepniane)



 Polska w ESA od 2013 — juz prace koncepcyjne, powazny udziat

- ESA L-class missions (miliardy €) ,projekty dekady”
 JUICE - ksiezyce Jupitera

‘ Advanced Telescope for High ENergy Astrophysics

 LISA

ATHENA dla astrofizykow to badania ,,wysokoenergetyczne”
> fizyka czarnych dziur i formowanie galaktyk ...






Ission (CAMIK, CBl

Athena bedzie skladac sie z pojedynczego teleskopu rentgenowskiego o
duzej aperturze, o ogniskowej 12 m i rozdzielczosci katowej na osi 5 sek.

Plaszczyzna ogniskowa zawiera dwa instrumenty.

WFI (Wide Field Imager ) zapewniajacy czute obrazowanie szerokiego pola i
spektroskopie oraz wysoka czestotliwos¢ zliczania.

X-IFU (X-ray Integral Field Unit) zapewniajacy przestrzennie rozdzielcza

spektroskopie rentgenowska o wysokiej rozdzielczosci w ograniczonym polu
widzenia.

« WFI -konsorcjum z MaxPlanck Institute + 11 krajow
(Polska: CAMK + CBK, prof. Rézanska)
 X-IFU - konsorcjum z IRAP + 12 krajow



Movable Instrument
Platform

Mirror Assembly
Module

X-IFU

WFI




Detector
Electronics

Camera

Head

Primary Structuré
and Filter Wheel
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6 Metoda elementéw skoficzonych w analizie liniowej drgan.

Dotgd zajmowalismy sig réwnaniami drgan liniowych opisanymi w ogdlnym preypadku
rownaniem macierzowym (3.1). Wprowadzone pojecia oraz cechy jakodciowe rdwnaf
ilustrowane byly elementarnymi przykladami drgan ukladdw tvpu masa-thumik-sprezyna.
Réwnania liniowe postaci (3.1) uzyskuje si¢ takze w analizie wielu zagadnied dynamiki
konstrukeji w wyniku zastosowania rdznych technik aproksymacji w tym, w szczegdlnodei,
metody elemenidw skoficzonych.

Celem tego rozdzialu jest prezentacja algorytmow obliczeniowych dynamiki konstrukeji
metodg elementdw skodczonych oraz ilustracja wprowadzonych wezesniej pojedc w tym
preypadku. Ograniczymy si¢ do prezentacji metody elementow skoficzonych tylko w waskim,
bardzo uproszczonym zakresie niezbednym do rozumienia pojed tego rozdzialu w zakresie
zagadnien limowych. Czytelnik mode, w razie potrzeby, znalezé szezegilows teorig tej
metody w tysigcach podrecznikéw i monografii dostgpnych w bibliotekach w praktycznie
dowolnym zakresie, ktory go interesuje.

Metoda elementdw skofczonych opisuje zachowanie kontinuum materialnego  za pomoca
dyskretyzacji tego continuum do malych obszardw, zwanych elementami skonczonymi.
Elementy skoficzone wyodrebnione sa przez brzegi elementdw oraz wezly elementdow. Wezly
moga znajdowad sie w punktach przeciecia linii brzegdw albo moga znajdowad takie w
innych punkiach linii brzegowych. Idea modelowania kontinuum metoda elementow
skofczonych polega w uproszezeniu na tym, e nieznane wartodci zmiennych w obszarze
elementdw skoficzonych modelowane sg poprzez z gory zalozone funkcje aproksymacyjne
(nazywane w przypadku modelowania przemieszezeni funkejami  ksetaltu  elementéw)
1 wartodci zmiennych wezlowyeh elementow (w preypadku przemieszezen sa to wartofei
preemieszezen w wezlach). Funkcje ksztaltow  elementdw  przyjmuje  sie  zwykle
wykorzysiujac znane teorie na temat zachowania konstrukeji, ktore modeluje si¢ elementami
danej grupy.

Wprowadzenie metody elementéw skofczonych poprzedza sig zwyczajowo podstawowymi
pojeciami liniowe) teorii sprezystoded, korych majomost jest przydatna woopisie ukladow
medelowanyeh metods elementow skofezonych. W tym opracowaniu postapimy podobnie.
Na uiyiek dalszych rozwazan zalozymy, @e opisywane czlony zbudowane sa z materialu
izotropowego  podlegajacego  prawu  Hooke’a. W konsekwencji  bedziemy  dalej
wykorzystywad wyniki tzw. liniowej teorii spregysiosci w przesirzeni trdjwymiarowej.

6.1 Stany przemieszczen, odksztalcen i naprezen.

Zaldimy, 2e wybrany czlon przemieszeza sig 1 odkszialca. Jesh poloZenie wybranego punkiu
A opisane jest w chwili =0 wspdirzednymi (x,),z) to jego przemieszczenie po czasie r=0
wzgledem konfiguracji poczatkowej opisane jest wektorem przemieszczen (Rys. 6.1a):
(g.h(x.p.2.1)
Q. (1.2 = (g, )y, p.20) =1 =1, 1)
(g.,3,0r.3.2.1)

gdzie znak * oznacea stan po PrZemieszezenin.

Biorac po uwagg przemiesgezenia wszystkich punkiow czlonu mowimy, e po czasie ©
powstal w czlonie stan preemieszczen opisany weklorem:

q=q(x, .51} (6.2)

a) b)

pemmmmmm———

Ay k

Bys. 6.1 a)Preemisszezenie punkiu A
) Odksztalcenia jednostkowe elementarnego prostopadiogcianu

W przypadku, gdy po przemieszezeniu odleglosé d'.iz|la‘x dy d:fl dwdch sasiednich
punktéw A(x, v,z i B(x+dx.y+dy,z+dz) czlonu ulega zmianie i wynosi df” to czlon
uleg! odkszialceniu. Miara tego odkszialcenia jest wektor dq =[dg, dg, dg,] . taki, ze:

[ =[x+ dg, dy+dg, dz+dq]| (63)

Odksztalcenia czlonu opisuje si¢ w podstawach teorii sprefystosci wybierajac elementarny
prostopadiodcian. Po odkszlalceniu zmieniaja sig nie tylko odleglodci pomigdry Scianami
prostopadioscianu ale takze katy pomigdzy scianami. Za zmiang odleglodct odpowiadajg tzw.
odksztalcenia objetodciowe natomiast za zmiang katdéw odksztalcenia postaciowe.
Odkszialcenia  jednostkowe  (przypadajace na  jednostke  dlugosci)  elementarnego
prostopadiodcianu (rys. §.1b) zapisuje sie w postaci tensora odksztalcen, ktdrego elementy sa
omaczymyu &, (ij=1.2.3). Poniewaz skladowe &, spelniajg warunek symetrii tzn. dla kazdej
pary ij zachedzl &; = £, to odkszialcenia dowolnego punkiu cztonu sg jednoznacznie opisane
wektorem:

E=[5u Eyy By & Ey “?_MT 6.4

gdzie £.£x. 85 to odkszialeenia jednostkowe translacyjne natomiast £ ,.&5, £, 0Znaczajg
odksztalcenia jednostkowe rotacyjne.

Odksztalcenia (6.4) powstaja, pod wplywem obeigzen w kaddym punkeie czlonu i moga byé
rdzne. Zatem stan odkszialcen calego czlonu w obcigieniach dynamicenych opisuje zaleiny
od czasn wektor:

e=e(x,),2.0 (6.5)

W zagadmiemiach dynamika konstrukei, wektor stanu odksztalcen (6.3) jest funkcja zaleing
od czasu. Fatem wekior pochodnych wezgledem czasu wekiora stanu odksztalcen tzn. wekior
stanu predkosci odksztalcen nie jest wektorem zerowym. Stan predkodci odkszialcen

w dowolnym punkeie 4x,y,z/ opisuje wektor:

i=[’;'u £ £y &y dy ‘El'_u]r (6.6)
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gdzie £,,&,.&, sa skladowymi predkosci odksztalcen translacyjnych natomiast elementy
&5, &4y, &, skladowymi predkosci odksztalcen katowych.
Stan predkosci odksztalcen czlonu opisuje wektor:

£=&(x,y,2,0) 6.7

W mechanice ciala stalego wprowadza si¢ jeszcze bardzo wazne pojecie stanu naprezen. Stan
naprezen w punkcie A czlonu jest okreslony poprzez caloksztalt naprezen w tym punkcie.
Wektor naprezen dla wybranej elementarnej powierzchni dA czlonu okrelonej wersorem
Kerunkowym n (rys. 6.2a) jest jednoznacznie okrelony naprezeniami normalnymi
0,.05,.05; 1 stycznymi o,.0.j=123 (i=j), ktore powstajg w odpowiednich
plaszczyznach elementarnego prostopadioscianu o wymiarach (dx,dy,dz) wycigtego w
punkcie A (rys. 6.2b).

b)
O
$ o,
0)/—' a.
a,, o
v =
> 0
aTl
< a
x ‘o"’ b

Rys. 6.2 a) Wektor naprezen na clementamnej poweirzchni okreslonej wersorem n
b) Elementarny p loscian i stan naprezen

Skiadowe naprezen 0.1, J=123 sa symetryczne tzn. o, =0,.1, J=123. Dla okreslenia
stanu naprezen w w dowolnym punkcie A(x,),2) czlonu wystarczy znajomo$é wektora

naprezen:

o=lo,, on o, @, oy Un]’ (6.8)
Wobec tego stan naprezefi czlonu mozna opisa¢ w sposob jednoznaczny wektorem:
o=o(x,y,2.1) (6.9)

6.2 Podstawowe zaleznoSci teorii sprezystosei.

W metodzie elementow skoficzonych wykorzystuje si¢ znane zwiazki teorit sprezystosci
zapisane W postaci macierzowej. Zwigzki te, przy danych warunkach brzegowych dotycza
zalezno$ci pomigdzy:

e przemieszczeniami i odksztalceniami.

o odksztalceniami i naprezeniami,

e naprezeniami i predkosciami odksztalceniami.
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Zwigzki pomigdzy stanem odkszialcenia a  polem preemieszezef prey  pewnych
uproszczeniach modna zapisad w posiaci:

&(x. 3,20 =Tql=.3.2.10) (6.10)
gdzie I jest rdiniczkowym operatorem liniowym zdefiniowanym nastepujaco:

R )
a
0 2 ¢
ﬁ":
0 0 %
rel, 2 % 6.11)
& a
5 8
p L £
g é
F: &
£ p =
.at a‘:—6.'1'1

Zwigzki pomiedzy stanem odkszialcefi i stanem naprefefi wyraia w liniowe] teorii
sprezysiodei prawo Hooke a:

a=De (6.12)
Macierz stalych sprezzystych D dla stanu tréjwymiarowego jest symetryczna i rdwna:
[1=w v v 0 0 0
1-v v 0 0 0
1-v ) 1}2 0 0
E =2
D= Tr=2) EE 1-02»' 0 (6.13)
symetria 3 0
1-2v
L 2 L

gdzie E jest modulem Younga, natomiast v jest wspdlczynnikiem Poissona.
W obliczemach dynamiki czlondw odksztalcalnych zachodzi dodatkowo koniecznodd
uwzglednienia zaleinosci napreden od predkosci odksztalcesi. Najczescie) zalednodt napreden
od odkszialce i od predkodei odkszialcefn modeluje sig wykorzysiujac tzw. modele
reologiczne czlonu rzeczywistego. fnane sa rddne modele. Najprosisze 2 nich to model
Eelvma-Voigta oraz  model Maxwella. Rozwaiymy tutaj najezesciej spotykany model
Kelvina-Voigta. W modelu tym zaklada sie Ze naprezenia calkowite & sa suma liniowej
funkeji odksztaleen zgodnie z zalednoscia (6.12) oraz dodatkowo liniowej funkeji predkosci
odkszialcen zgodnie z zaleinodcig:

a=De+Zi (6.14)

Czest wyrazenia (6.14) proporcjonalna do wektora predkosel odksztaleen reprezentuje
rozpraszanie (dyssypacje energii) i mode by¢ miarg thumienia wewngtrenego materiatu.
Macierz = nazywa sig macierza wspblezvanikow tlumienia, kiorg dobiera sie wedlug wzor:




L
ED (6.15)

gdzie wspolczynnik 1 jest stala thumienia.
6.3 Podstawowe wzory MES.

W podstawowej wersji MES pole przemieszczen jest aproksymowane za pomocg zbioru
funkeji ciaglych okreslonych w skoficzonej liczbie podobszarow o objetosci V, (elementow
skonczonych) na jakie dzielony jest analizowany obszar. Ksztalt elementu skoficzonego
okre§lony jest przez wezly i odpowiednie funkcje interpolacyjne. Liczba stopni swobody
elementu jest rowna iloczynowi liczby wezlow i liczby stopni swobody w weZle.
Pole przemieszczen wewnatrz elementu skofczonego wyrazone wektorem ul”
o wspodlrzednych w ukladzie lokalnym (elementu), opisujemy za pomocg z gory zalozonych
funkcji aproksymujacych tzw. funkcji ksztaltu i wartosci przemieszczen w wezlach elementu:
ul” =N (x,).2)q! (6.16)

gdzie q'" jest wektorem wspolrzednych wezlowych elementu wzgledem jego ukladu
lokalnego natomiast macierz N_jest macierzg funkcji ksztaltu elementu zapisang w lokalnym
ukladzie wspolrzednych.

N@=1-£ N@=£, N,t£1=1—3—‘;": +1‘;'—:, mc-:a=a—:‘f—l +z‘f—:,
’ : 3 3 : ‘ 2 3 ’ ’ (<)
& LE e
No(&)=3 J'.l —3?> Nﬁ(ﬂ——f"'?,

PRZYKLAD 6.1
Na rysunku pok ! kof y ramy dwuwymi; j (na pk znie). Z el kod y
zwigzany jest uklad lokalny wspolrzednych. Element ten ma dwa wezly. Sklad b polrzednych
wezlowych w ukladzie lokal tworzg (el ten ma 6 stopni swobody):
q” =[9| g & 4 4 q;r (a)
@

Ay —

Deformacja elementu u'” wyraza si¢ przez przemieszezenia wzdluz osi x iy — n(£), w($) (g:li) w

1nkal Vladsi Shrzednych zgodnie 2 r ym

-(,,=[u"’] =[N.(¢) 0 0 N(®» 0 0 }ﬂ
el Lo MO NG 0 N© N ®

Oraz macierze funkcji ksztaltu sg rdwne:

Odkszialcenia w obszarze elemeniu  skoficzonego moina przedstawiéc  wykorzysiujac
zaleznosc (6.10):

e=Tu” =N (x).0)q" =B q" gdzrie B =TN, (6.17)
Naprezenie w elemencie skofnczonym otrzymuje z rownan (6.12) 1 (6.17):
cmDe= ]]E.q"" (ﬁlBJ

Powyisze wzory pozwalaja na wyprowadzenie riwnan ruchu czlonu zloZonego z elementow
skoficzonych w przyvpadku, gdy punkty ukladu wykonuja tvlko male preemieszezenia (male
drgania). Pamigtamy, #e wektory wspdlrzednych wezlowych elementdw wyrakone sa
w lokalnym, nierachomym (inercjalnym) ukladzie wspdltrzednych, ktbry w ogblnodci mode
byé inny dla kaddego elementow skoficzonych.

Energia kinetyczna elementu skoficzonego jest rowna:

1p .. g Lo . 1. - 1. .
T == g = = ETNTN GV = (g TN AV = (g Mgt
=3 [PV = 3 [ oG NN = 5@, [ NN =@M

gdzie p jest gestoscia elementu a macierz bezwladnodei M elementu skoficzonego wyraza
wazhr:

M:_" = l}:pN:Nde (6.20‘3

Energia potencjalna elementu skoficzonego jest rowna energii odkszialcenia spredyvsiego jesh
na czlon nie dzialajg 2adne sity obeiaZajace wsigpnie czlon. Energia potencjalna elementu jest
w takim przypadku riwna:

O I iayrpr s} PP ey et Lo g
I‘"z!_‘ ﬂ”’-ziiq. V'B,DB.g"d¥ =3 (q)") {B.Dﬂﬂq. =@ KM 6.1
gdzie macierz K, jest rdwna:

K= JB{ DB AV (6.22)

Macierz K" nazywana jest macierzg sztywnoci elementu skoficzonego. Jest to zawsze
macierz symetryczna, kwadratowa o wymiarze rownym liczhie wspdlrzednych wezlowych
elementu (z zatem liczhie stopni swobody elementu). Wartodci elementéw macierzy
setywnosci elementu zale?a od liczby 1 poloZenia wezlow, funkeji ksztaln 1 wlasnosci
materialowych.

Dla pelnego obraru wzordw potrzebnych do wyprowadzenia rownafi ruchu  czlonu
zhudowanegn z elementow skoficzonych potrzebne jest jeszcze okredlenie energii
mechaniczne) rozpraszanej w elemencie skofczonym. Energia ta rozpraszana jest glownie
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wskutek powstawania sil farcia wewnegirznego materiaby  elementu, kidre powoduje
zachodzenie nieodwracalnych procesiw termodynamicenych, w trakcie ktérych energia
mechaniczna zamieniana jest w cieplna. Towarzysza temu odkszaleenia, ktbrym odpowiadaja
naprgzenia w ciele stalym. Do opisu sil tumienia stosuje sig modele reologiczne, kidre
uzaledniaja skladowe stanu napreden i odksztaleed oraz ich pochodne.

FPREYKLAD 6.2

Zadania

Maledy napisaé macierz sztywnosei K dla elementu skofezonego 2 preykladu 1.1 zakladajge, e material
elementu ma modul Younga riwny E, przekrdj popreeczny element vwynosi A patomiast I eznacza moment
bezwlad i przekroju ledem osi preckroju.

Rozwigranie:
Posmbdwang macierz szrywnodei el modna o  wykonujy deislani ierzowe wedlig wzorn
(6.22). Malery pamictad, de wobec faki, de element preemieszeza sig na plaszeryinie (jest to preypadek
dwuwymizrowy) ridniczkowy oraz wektory odk Icef i deft majg postad:
[l
Z o
o i
r=|o > @)
L2
iy ér
Po wykonaniu rachunkiw olrzymujemy:
;E o o0 -jﬂ 0 0
© DRE H 1E 6EI
0 — i 7
i i IR I
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Zwykle w pierwszym przyblizeniu stosuje sie model reologiczny Kelvina-Voigta, o kidrym
byla mowa wyze). W modelu tym funkeje dyssypacji elementu skoficzonego, definiuje sig w
sposib nastepujacy:

1 1 1 1
D =_[t'=tdV=— ETRTER 4''dF = — (g [B'ER dVa" = —(g'" T C g4
, 2;! 2F['CII.J ZB. g z(q‘}i' CEBAV =S @) CAN 623
gdzie macierz €' jest macierza thumienia elementu réwng:

o) T
) = J.:B,:B,dlf ©24)
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Macierz £ jest macierzg wspdlezynnikow tlumienia zdefiniowang weorem (6.15). Jesli
pordwnad wzory (6.24) 1 (6.13) z& wzorem (6.22) to jest widoczne, Ze macierz thumienia
elementu w preyjetym modelu moina zapisad w ogdlnej postaci:

Cor = K (6.25)

gdzie wspolczynnik # wynika wprost z séwnania (6.13).

Model thumienia wynikajacy z modelu reologicznego Kelvina-Voigla moke zastapicé innym
maodelem sit tarcia proporcjonalnych do wektordw predkodei punkidw elementu. Ten model z
kolei pozwala na zapis macierz thumienia w postaci, w ktorej macierz thumienia jest
proporcjonalna do macierzy bezwladnodet -

Crr = (6.26)

W pismiennictwie dotyczgcym analizy drgaf ukladdw odkszialcalnych liniowych sugeruje sie
na ogdl aby macierz thumienia C'"" moéna dobraé w formie ogdlniejszej:

€=M+ KL 627)

Wzor (6.27) wyraia znany juz model tumienia zaproponowany przez Rayleigh'a (rozdzial
4.4). Sposdb doboru wspilczynnikéw a 1§ byl jud omawiany w rozdziale 4.4,

Wyprowadzone dotad zaleznogci dotyczyly sytuacji. gdy wspilrzedne wezlowe wekiora g’
zapisano W lokalnym ukladzie wsphlrzednych. Przypominamy, #e lokalny uklad
wspdlrzednych jest ukladem nieruchomym obranym dowolnie dla kaidego elementu.
Najeeedeiej. w praktyce modelowania MES, w preypadku analizy drgafi, zachodzi potrzeba
zapisania powyikszych zalednodei w jednym wspilnym dla wszystkich elementdw, globalnym
i inercjalnym ukladzie odniesienia. Jesli uklad lokalny elementu pokrywa si¢ 2z ukladem
globalnym, to powyisze wzory nie wymagaja istotnych zmian. Jesli uklad globalny me
pokrywa sie z ukladem lokalnym, to zachodzi potrzeba transformacji wspolrzednych od
ukiadu lokalnego do globalnego.
Zaldzmy przypadek ogdlny, Ze wektor wspdlrzednych wezlowych elementu ma 6 skladowych
- trzy skladowe translacyjne i 3 rotacyjne okreflone np. przez 3 infimterymalne obroty w
[}

wesle. Jedli wekior wspdlrzednych wezlowych w ukladzie globalnym oznaczymy preez q |
to transformacjg pomigdzy wspolrzednymi lokalnymi i globalnymi opisuje zaleznodé:

. =Riq” -[{f“ *:;‘Lq'.“’ (629)
13 0

gdzie macierze R sa ononormalnymi macierzami kosinuséw kieunkowyeh (macierzami
rotacji) pomiedzy ukladami lokalnymi i ukladem globalnym. Wobec poczynionych wezednie)
zalozen macierze Ry nie zalezy od czasu.

W dalszym ciagn, w preypadku edy wspohrzedne wekiora wspolrzednych wezlowych
zapisane 53 w ukladzie globalnym bedziemy pomijaé indeks 07 w oznaczeniu weklora tzn.
zapiszemy q, =q'". Latwo moina sie przekonaé, #e w takim przypadku wyprowadzone
wezesniej wzory dla energii i funkeji dyssypacji pozostaja prawdziwe pod warunkiem, Ze
macierze  bezwladnodcl, sztywnosci i thumienia zostang zasigpione macierzami dla
wspilrzednych w ukladzie globalnym. Odpowiednie wzery dla energn 1 fumkeji dyssypacL,
prey zachowaniu powyvisze] umowy, maja postad:

V.= @) R KOR).q, =10’ 629
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T =34 R MIRGG, = gIM,

Ler ey GRS 4. = a7 C%%
D =54, R)'CIR).4. =574/C4, 630)

Z powviszych wzordw winika, fe macierze bezwladnodci, sztywnosci 1 thumienia maja
nastepujaca postad we wspdlrzednych wyrazonych w ukladzie globalnym:

K"=R;K'R;. M!"=R)'M'R] C”=R})CR; (631)
6.4 Rownania ruchu ukladu.

Réwnania ruchu ukladow czlondw, podzielonych na elementy skonczone, bedziemy na ogdl
zapisywat w ukladzie globalnym. Zatem bardziej przydatne beda wyraZenia dla energii
zapisane wzorami (6.29), (6.30) 1 (6.31). Zakladamy, e czlon podzielony na elementy
skoficzone jest czloniem swobodnyin i na razie nie podlega dziataniu Zadnych sil.

Jesli ezton, lub uklad czlondw odksztalealnych skiada sie 2 elementow skoficzonych o liczbie
rdwnej [, to energie kinetyezna, potencjalng i funkeje dyssypacji ukladu modemy wyrazic w
formie:

r-fr,, U-tu, D-tﬂ, (6.32)

Jedli przyjmiemy, Ze § ozpacza wektor o skladowych zlofonych ze wspdlrzednych

globalnych wszystkich wektordw wezlowych to energie kinetyczng, potencjalng oraz funkcje
dyssypacji pojedynczego elementu skoficPonego o numerze ¢ modemy zapisal w ogolnej
postact:

T= %ﬁ’ﬁ'}'* . U= %ﬁ”ﬁ',“"“, D= %q‘ftgﬂ!ﬁ (6.33)

Macierze: bezwladnosci MY, szrywnodsei K™ oraz tlumienia € powstaja z macierzy
MY K™, C" poprzez zlozenie odpowiednich wyrazéw w zgodzie z oznaczeniami
wspblrzednych wezlowyeh wektora . Jesli np. macierz sztywnoéci KU opisuje wlasnosci
elementu skoficzonego o numerze e, to element (i’..'}“'), tej macierzy umieszcza sie w
migjscach macierzy K odpowiadajacych wspolrzednym i oraz j weltora §. Pozostale
wyrazy macierzy K' sa rowne 0. Sposob budowy macierzy K'" pokazano na rysunku
(6.3). Macierze bezwladnosci M oraz tlumienia €' elementu otrzymuje si¢ w ten sam
sposob.

Jest widoczne, Ze macierze bezwladnodci M oraz K™ sy symetrycene. Takie macierz
thumienia €', odpowiadajaca modelom tlumienia opisanym powyiej jest lakZe macierza
symetryczng.

i J k i
. ' [ ] [ S} i, [ AN ]
i 4
), | kS| L RS
- ", (LA I ] (L ]
K=
k| L e L
K" = :
C (j‘“‘; @ "‘j ey (L8] i, [ (L8] &
&), | 0| k| ) ws| ] || as g

Bys. 6.3 Budowa globalne) macierzy sztywnoéei na podstawie elementéw w MES (wyrazy
niewypelnione zawieraja 0).

Macierze M, K oraz € odpowiadajace wszystkim elementom skoficzonym na jakie
podzielono uklad czlondw (w oznaczeniach tych macierzy pominigto, dla uproszczenia
zapisu, gormy indeks .0) otrzymuje sig sumujac macierze dla wszystkich elementiw:

M=V =300 | K=K0 =R, C=to=Yem 634)

Opriocz zapisu wyrazefi dla energii i funkeji dyssypacji model dyskretny MES wymaga
jeszcze zastapienia wszystkich obeiazen rozloonych (powierzchniowyeh i objetodciowych)
oraz skupionych przez sily uogtlnione przylozone w wezlach i zgodne z preemmeszezeniami
uogtlnionymi. Sily te otrzymuje sie obliczajac obeigZenia kinematycznie rdwnowaine (ten.
takie ktorych praca prevgotowana jest rowna pracy obcigief fizycznych) dla kakdego z
elementdw. Wypadkowe sily wezlowe otrzyvmujemy sumujac dla kazdego wezla (i dla
kakdego stopnia swobody) rdwnowaine sily wezlowe wywolane obeigkeniami dzialajacymi
na wszystkie elementy skoficzone zawierajgce ten wezel. Preyjmiemy, 2e sume wszystkich sil
uogdlnionych wezlowych zawiera wekior Q
Witawiajac teraz wyrazenia (6.33) do rownan Lagrange’a I rodzaju (2.27) otrzymujemy
rownania ruchu ukladu czlondw odkszialcalnych:

Mi+Ci+Kqg=0Q (6.35)
Uklad réwnafi (6.35) przedstawia rownanie ruchu czlondw odksztalcalnych podzielonych na
elementy skofczone i swobodnych (niepoddanych dzialaniu wigzdw). Na ogdl wymuszenia
jakim podlega uklad czlondw dzieli sig na dwa rodzaje (zob. rozdzial 2.3) (modliwe sg
oczywiscie wym ia, ktore sa kombinacja wymienionych ponidej):
o Wymuszenia silowe (zn. takie Ze dane sg sily vogdlnione a nieznane przemieszczenia

uogdlnione,
+ Wynmszenia kinematycene ten. takie, e dane sa przemieszczenia a nieznane sily
uogdlnione.

Mozemy dokonaé teraz permutacji wspolrzednych wektora § a nasiepnie podziatu
wsphlrzednych w taki spostb, #e n pierwszym wspdlrzednym (ktére sa wspdlrzednymi



n

pevwnegoe wektora q), ktore nie s3 znane odpowiadaja wymuszenia silowe natomiast pozostale
przemieszczenia (wspolrzedne pewnego wektora p) sa znane.

Stosownie do nowej kolejnoSei numerowania wspolrzednych i podziatu tych wspolrzednych
na wektory q oraz p mozna dokonad zamiany miejscami wyrazow macierzy ukladu rownan
(6.35) 1 zapisad ten uklad w nowej postaci:

voullle SRk KRRl e

gdzie macierze wspolezynnikdw w rownaniu (6.36) powstaja poprzez zamiang wyraziw
zoodnie ze wspdlezednymi wektordw q 1 p W macierzach N, K oraz €.

Réwnania odpowiadajace przypadkowi pdy dane sa sily wymuszajace oraz poszukiwane
przemieszczenia  uogdlnione mozemy otrzymal z  ukladu rownan  (6.36) poprzez
wyodrebnienie podukladu réwnan odpowiadajacego wspolrzednym q:

Mij+Cq+Kq=Q, -M/j-C/p-Kip 637)
Jedli wprowadzimy oznaczenie:
Q=Q -Mp-Cp-Kip (6.38)
to uklad réwnan (6.37) mozemy zapisaé w dobrze znanej postaci:
Mij + C +Kq =Q (639

Macierze bezwladnodci, tumienia i sztywnodci we wezorze (6.39) majy wymiar nxn. Wektor
sit Q nazywa sie zwykle wektorem wymuszefi zredukowanych.
Zawwadmy, e jedli wymuszenia kinematvezne zadane sa w formie zwigzkbw
rownosciowych:

p=0 (6.40)
to wektor wymuszen zredukowanych Q jest po prosm rowny silom uwogblnionym
odpowiadajacym preemieszezeniom uogdlnionym gq.
Czytelnik zechce zanwaiye, ze weory (6.36) do (6.40) edpowiadajg $cifle wzorom (2.33) do
(2.37).
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