WYKLAD 12

ENTROPIA I NIEROWNOSC
THERMODYNAMICZNA
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ENTROPIA PLYNU IDEALNEGO W PRZEPLYWIE BEZ NIECIAGLOSCI

Zatozmy, ze przepltyw pltynu idealnego jest ,gtadki”, tj. wszystkie pola wielkos$ci
kinematycznych 1 termomechanicznych sg dostatecznie regularne (przynajmniej ciggle).
Pokazemy, ze w takiej sytuacji entropia jest zachowana wzdluz trajektorii elementéw

plynu.

W tym celu rozwazmy rownanie energii wewnetrznej wyprowadzone w Wykladzie nr 11.
Dla ptynu idealnego (nielepkiego 1 nie przewodzacego ciepta) roOwnanie to sprowadza si¢ do
prostej postaci, a mianowicie

Di]=— .
pPrU=—pV-o
Skorzystamy z wyprowadzonej wczesnie] zaleznosci
1D
Vo= oDt P
wynikajacej wprost z rownania zachowania masy.

Woweczas, rOwnanie energii wewnetrznej moze by¢ zapisane nastepujgce

Dgtu = — ;2 DD,[ P = (1/ p) =— p 19 J - objetosé whasciwa
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Przypomnijmy, ze Pierwsza Zasada Termodynamiki moze by¢ wyrazona przez rozniczki
zupelne trzech wielkosci (potencjatow) termodynamicznych: entropii S, energii wewnetrznej
U i objetosci wlasciwej 3 =1/ p. Mamy wowczas

Tds=du+ pd 9

Po podstawieniu otrzymanej wczesniej formuly otrzymujemy
Deg— ——nD
TES=fU+p5d=—p5I+p59=0

co dowodzi, ze entropia wzdluz torow elementow plynu jest zachowana. Pokazemy
pozniej, ze twierdzenie to nie jest prawdziwe, jezeli przepltyw nie jest ciggly (w sensie
matematycznym), tj. pojawiajg si¢ w nim silne niecigglosci zwane falami uderzeniowymi.

Wprowadzilismy wczesniej pojecie przeptywu homoenergetycznego. W takich przeptywach

catka rOwnania energii ma t¢ samg wartos¢ dla kazdej linii pradu, czyli jest stala w calym
obszarze przeptywu

i -I—%U2 —@ = Ceglobal lub rownowaznie V(I -I-%U2 —@) =0.
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Analogicznie, mozna zdefiniowa¢ przeptyw homoentropowy, jako przeptyw w ktérym
Vs=0.w przeplywach homoentropowych entropia jest stala w calym obszarze.

Pierwsza Zasada termodynamiki moze by¢ zapisana w postaci
Tds=di—(1/ p)dp
Dla dowolnego przeptywu stacjonarnego mamy zatem
TVs=Vi—(1/p)Vp
Jesli przeptyw jest homoentropowy to

Vi=(1/ p)Vp=VP.

Wynika z tego, ze pole wektorowe (1/ p)Vp jest potencjalne, czyli przepltyw
homoenergetyczny 1 homoentropowy jest automatycznie barotropowy, a stala
Bernoulliego C, jest globalna. Wiemy z weczesniejszych rozwazan, ze w przypadku
dwuwymiarowym przeplyw taki jest rowniez przeplywem potencjalnym.
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Powyzszy wniosek mozna wyprowadzi¢ rowniez postugujac si¢ interesujacym zwigzkiem
Zwanym rownaniem Crocco.

Punktem wyj$cia jest rownanie ruchu (Eulera) ustalonego zapisane w formie Lamba-Gromeki
1,,2 —_1
VEv)+toxw=—5Vp+Vo

Sktadnik ci$nieniowy mozna wyeliminowaé przy pomocy rownania Pierwszej Zasady
Termodynamiki. Otrzymamy wowczas rownanie Crocco

TVs=V(V’+1-D)+vxw

Z rdwnania tego wynika natychmiast, ze W przeplywie ustalonym, homoenergetycznym i
homoentropowym ma miejsce zwiazek vxw = 0. Jak wiemy, implikuje on ,,globalno$¢”
stalej Bernoulliego (rowniez w 3D).
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NIEROWNOSC TERMODYNAMICZNA

Rozwazmy obszar kontrolny (2. Zmiana w czasie catkowitej entropii ptynu wewnatrz tego
obszaru w danej chwili moze by¢ wyrazona jako suma trzech sktadnikow:
e ZMiany wywotanej transportem entropii przez brzeg 0£2,
e zmiany wywotanej przewodnictwem ciepta w obszarze wskutek niejednorodnosci
rozktadu temperatury,
e zmiany entropii zwigzanej z zachodzeniem w obszarze (2 proces6w termodynamicznie
nieodwracalnych.

Zgodnie z Druga Zasada Termodynamiki procesy nieodwracalne termodynamicznie
prowadzg zawsze do wzrostu entropii osrodka.

Innymi stowy: catkowita zmiana entropii w plynie zawartym wewnatrz (2 nie moze by¢
mniejsza niz zmiana wynikajgca z transportu entropi do/z tego obszaru i przewodnictwa
ciepla.

Jak zwykle, w celu okres$lenia catkowitej entropii pltynu z obszarze (2 postuzymy sie
pojeciem pola entropii wlasciwej S. Entropia calkowita wyraza si¢ wowczas catkg

S, = dv
fe ?[PS
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Poniewaz obszar (2 jest ustalonym kontrolnym (niezmiennym w czasie), to catkowite tempo
zmian wielkosci S, jest rowne

ds,

2 =[&(ps)av

calkow. Q

Tempo zmian wielkosci S, wynikajace z transportu przez brzeg obszaru mozemy — zgodnie z

ogolnymi rozwazaniami przedstawionymi w Wykladzie nr 3 — przedstawi¢ za pomocg catki
powierzchniowej

dsS
O frarspor 4

Zatem, tempo produkcji ,,netto” wielkosci S, jest rOwne (szczegoty catkowania jak w W3)

ds,
dt

_85¢
dt

produkcja

_45,
dt

transport
przez 02

= [£(ps)AV + | psv-ndA=..= [ p&sdV
0 012 0

calkow.
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Obliczmy teraz tempo zmian entropii ptynu w obszarze (2 wynikajace z przeptywu ciepla
wywotanego niejednorodnosciami temperatury.

Rozwazmy maly fragment A2 obszaru (2. Niech AA oznacza brzeg AL2. Ilo$¢ ciepta
wymieniona przez ten fragment z ciagu krotkiego czasu Al moze by¢ obliczona nastepujaco

AQ:—At_[ g-ndA = — At j VqdV ~—AtV-q(x) A
AA A0

GGO

Symbolem ¢ oznaczyliSmy lokalng warto$§¢ wektora strumienia ciepta, a AV to objetos¢ AL2
Odpowiadajgcy wymienionej 1losci ciepta przyrost entropii to

AQ 4V AX) o

AL |ciep|o T
Tempo zmian entropii ptynu w obszarze (2 obliczymy calkujagc powyzsze wyrazenie w tym
obszarze, dzielac wynik przez At i przechodzac do granicy At —0.
Oto wynik

65, __[Vagy
!

cieplo
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Druga Zasada Termodynamiki moze by¢ teraz sformulowana jako niero6wnos¢

dS,| S,
_dt

produkcja

cieplo

lub

D V.
[PV > 1(X)dv

0 Q

Calka objetosciowa po prawej stronie nierownosci moze by¢ przeksztalcona nastepujgco

[Yaqv - jv[ jaquw jq”dV+quT

0O T GGO 50

Zatem, nierownos¢ termodynamiczna moze by¢ zapisana nastepujgco

Ds g-n qg-VI1
dV > - | —dA-
e T T
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W szczegdlnym przypadku plyny izotropowego termicznie, wektor strumienia ciepta (
zwigzany jest z lokalnym gradientem temperatury prawem Fouriera

q=—AVT

gdzie 4 >0 to wspotczynnik przewodnictwa ciepta.

Po podstawieniu do nierownosci termodynamicznej otrzymujemy jej szczegdlny przypadek
(tzw. nieréwnos$¢ Gibbsa-Duhema)

Ds vT-n VT
DSav> [ 2 dA+ (A1 gv
:(Eth >8‘!‘Q T +_J2 |T

Powyzsza nierowno$s¢ moze by¢ zinterpretowana nastepujaco: jezeli w przeplywie
wystepuje przewodnictwo ciepla to wyrazenie po prawej stronie nierownosci opisuje
minimalne tempo produkcji entropii w plynie.
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