WYKLAD 8

ROWNANIE NAVIERA-STOKESA
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Zaczniemy od wyprowadzenia rownania ruchu dla plynu newtonowskiego. Wczesniej
wyprowadzilismy z 2-ej Zasady Dynamiki ogolne rownanie ruchu, ktorego postac¢ indeksowa
to
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W  poprzednim wyktadzie otrzymalismy ponadto zwigzek konstytutywny dla ptynu
newtonowskiego, a mianowicie
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Powyzszy zwigzek nalezy wstawi¢ do prawej strony rOownania ruchu 1 przeprowadzi¢
odpowiednie operacje rozniczkowe (de facto — trzeba obliczy¢ dywergencje tensora naprezen
zadanego zwigzkiem konstytutywnym).

Szczegodtowy rachunek przebiega nastepujaco ...
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Po podstawieniu do ogdlnego rownania ruchu otrzymujemy rownanie ruchu (wektorowe !)
ptynu newtonowskiego:
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W przypadku ruchu 3-wymiarowego mamy oczywiscie 1 =1,2,3, oraz 1 =1, 2 w przypadku
2D.
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Forma wektorowa (a zatem niezmiennicza wzgledem wyboru ukladu odniesienia) tego

roOwnania to

p{%Jr(v-V)v}:—Vp+yAv+(§+%y)V(V-v)+pf

Powyzsze rownanie rozniczkowe nazywamy Rownaniem Naviera-Stokesa. Jest to centralne

roOwnanie hydrodynamiki klasyczne;.

Dla plynu niescisliwego V -v =0, zatem RNS upraszcza si¢ do formy

p{%Jr(v-V)v}:—ijLyAerpf,

Czesto powyzsze rOwnanie jest dzielone przez (statg) gestos¢, co daje postac

ov 1
E+(0-V)v— pr+vAv+f

Wielkosé v = 11/ p zwana jest lepkoscia kinematyczna ptynu — jej jednostka SI m?/s.
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Posta¢ indeksowa ,,niescisliwego” RNS to

ov, .. ou _ 10p o%v
e +ch’9—xj_ Ea_xiJrV&xj@xj + f.

Zwré¢my uwage na sumowanie implikowane przez podwdjny indeks ,,)” w skladniku z
lepkoscia.

Roéwnanie Naviera-Stokesa jest wektorowym rownaniem rézniczkowym czgstkowym (czyli
uktadem dwoch lub trzech rownan skalarnych; przypadek 1D jest trywialny, o czym pozniej).

W przypadku niescisliwym, niewiadomymi w RNS s3: wektorowe pole predkosci 1 skalarne
pole cisnienia. Do uzyskania zamknigtego uktadu rownan wystarczy (1 potrzeba) dodac
warunek ciaglosci, czyli rownanieV -0 =0 oraz odpowiednie warunki graniczne (warunki
brzegowe 1 warunek poczatkowy). Otrzymany w ten sposob problem jest rozwigzywalny (co
nie znaczy, ze latwy do rozwigzania). Z nielicznymi wyjatkami, uzyteczne technicznie
rozwigzania rownan przeptywowych mozna uzyska¢ jedynie w formie przyblizonej, przy
uzyciu wyrafinowanych metod numerycznych.

5/17




W przypadku przeplywéw Scisliwych, dodatkowa niewiadoma jest (skalarne) pole gestosci

ptynu.

Ewidentnie brakuje jeszcze jednego rownania! Tym brakujacym (skalarnym)

rOwnaniem rézniczkowym jest rownanie wynikajace z Zasady Zachowania Energii — 0

tym poOznie;.

W kazdym z przypadkow dodatkowe komplikacje modelu moga pojawic¢ sie w zwigzku z
zaleznoscia lepkosci plynu od jego parametrow termodynamicznych. W szczegolnosci
lepkos¢ cieczy (modelowanych zwykle jako plyn niescisliwy) radykalnie maleje ze wzrostem
temperatury! Np. lepkos¢ wody w temperaturze 60 stopni Celsjusza jest ponad dwukrotnie
mniejsza niz w temperaturze 20 stopni (odpowiednio, 0.467-107 kg/ms i 1.02-10° kg/ms)
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Z kolei, lepkos¢ gazow rosnie z temperaturg —
typowg tendencje opisuje formuta Sutherlanda

TT

T+S

u=C

(dla powietrza S ~110K, C =1.5-107° ..)
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Omowimy krotko (nietrywialne) zagadnienie warunkéw brzegowych. Warunki te definiujg
pewne informacj¢ o zachowaniu pola przeptywu na brzegu obszaru, w ktorym poszukiwane
jest rozwigzanie rOWnan przeplywowych. Repertuar tych warunkow rdézni si¢ znacznie dla
przeplywow niescisliwych 1 Scisliwych, co wynika zarowno z glebokich rézni¢ w fizyce tych
przeplywow oraz z powodow matematycznych. Ograniczymy si¢ wytacznie do krotkiego
komentarza nt. warunkow dla przeptywdw niescisliwych (cieczy).

Mowiac ogolnie, mamy typowo dwa rodzaje brzegu czyli powierzchni (linii w 2D)
ograniczajacych obszar przeptywu:
e Brzeg materialny, czyli powierzchnie ciat statych zanurzonych w ptynie
e Wioty i wyloty (faktyczne lub fikcyjne), czyli czesci brzegu przez ktére plyn
wplywa lub wyplywa z obszaru.

Dodatkowo, w przypadku optywu ciata lub cial ,,niegraniczong’” masg ptynu definiuje
si¢ zwykle warunki dalekiego pola, opisujace zachowanie si¢ pola predkosci i —
ewentualnie — innych pol daleko od optywanych ciat.

Dla przeplywow cieczy z powierzchnig swobodng potrzebne jest zdefiniowanie specjalnych
warunkow opisujacych interakcje z osrodkiem na zewnatrz plynu (zwykle jest to gaz).
Warunki takie sg typowe dla modelowania ruchu fal na powierzchni zbiornikow wodnych.
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Najprostsze do sformutowania jest warunek brzegowy na powierzchni ciat statych
zanurzonych w ptynie lepkim. Warunek ten stwierdza fizyczny fakt przylepienia plynu do
powierzchni czyli rownos¢ predkosci plynu i predkosci samej powierzchni ciala

v=u na 02 , U -predkosé punktu nalezacego do brzegu ciata

Jesli chodzi o warunki wlotowo/wylotowe to mozliwy jest dos¢ szeroki (ale S$cisle
zdefiniowany) repertuar warunkOw majacych charakter kinematyczny (zadane sg sktadowe
normalna 1/lub styczna wektora predkosci), naprezeniowy (zadana sg sktadowa styczna 1/lub
normalna sily jednostkowej) lub mieszany. Mozliwe sg tez inne warianty nie majace
bezposredniej interpretacji fizycznej, ale uzyteczne w modelowaniu przeptywdw przez sieci
przewodow (w tym, przeplywu w uktadzie krwionosnym). Nalezy tez podkresli¢, ze pewne
(pozornie sensowne) kombinacje warunkow brzegowych sg zabronione, np. nie jest
poprawnym warunkiem zada¢ na tym samym wlocie (w przeptywie niescisliwym)
jednoczesnie sktadowej normalnej predkosci 1 rozktadu cisnienia.

Typowym (w aerodynamice zewnetrznej) warunkiem dalekiego pola jest przyjecie, ze w
wielkiej odlegtosci od oplywanego ciata predkos¢ ptynu dazy do wartosci odpowiadajace;j
strumieniowi niezaburzonemu

limo=0o
| X|—>00 >
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Poniewaz w wigkszosci metod komputerowej analizy przeplywow obszar obliczeniowy musi
by¢ skonczony (zatem ma fikcyjng zewnetrzng granice), najprostszym (ale nie najlepszym)
podejsciem jest przenieS¢C powyzszy warunek z nieskonczonosci na zewnetrzny brzeg
obszaru. Bardziej wyrafinowane podejscie polega na wykorzystaniu w roli warunku
brzegowego wartosci brzegowej rozwigzania ,, w dalekim polu”, wyznaczanego z rozwigzania
problemu uproszczonego (niekiedy rozwigzanie takie ma forme analityczng).
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WYBRANE PRZYPADKI ANALITYCZNE RUCHU CIECZY LEPKIEJ

Rozwigzania analityczne roOwnan opisujgcych interesujgce technicznie przypadki ruchu cieczy
newtonowskiej sg bardzo nieliczne. Omowimy kilka z nich.

Standardowe przyklady obejmuj3:

e przeptyw Poiseuille’a-Couette’a w ,,kanale” dwuwymiarowym,

e przeptywy ustalone w prostoliniowych rurach o statym przekroju kolowym lub
eliptycznym,

e przepltyw w przestrzeni pomigdzy dwiema wspotosiowymi rurami o przekroju kolowym,

o dwuwymiarowy przeplyw Taylora-Couette’a w  obszarze pomigedzy dwoma
koncentrycznymi konturami kotowymi.

Do ,klasyki” przedmioty nalezg rowniez nieliczne przypadki przeplywow niestacjonarnych.
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Przyklad 1: Przeptywy Poiseuille’a-Couette’a

AX2
H: i 4

Przeptywy P-C napedzane s3 poziomym ruchem ze
stala predkosci U, jednej ze $cian (tu: goérnej) oraz
. 3/ “ | statym (i ujemnym) gradientem (wzdluz kierunku
) przeptywu — tu rbwnolegtego do osi 0X,).

\ 4

Pole predkosci przeptywu P-C ma postac
v=[v,0,]=[v,0] , v=v(X), v,=0 , F£uv=0

Pole to ma dywergencje rowng zeru, wigc warunek ciggtosci spetniony jest automatycznie.
Ruch odbywa si¢ tylko w kierunku 0X,, a rownania ruchu redukuj si¢ do formy

O:_axl p—l—ll,lale)l

0=—£p

N\
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Z drugiego z rownan wynika, ze ci$nienie jest funkcja wylacznie zmiennej X,. Pierwsze z
roOwnan moze by¢ zapisane nast¢pujaco

8)(1 p ’Ll 5X2

Zauwazmy, ze lewa strona tego r-nia zalezy wylacznie od X, podczas gdy druga — wytacznie

od X,. Rownanie to moze by¢ spetnione dla dowolnej warto$ci argumentow tylko wtedy gdy
obie strony s3 rOwne tej samej wartosci stalej — oznaczmy ja symbolem K.

Mamy zatem p=—-K=const (niech K >0)

8x1

Rozktad (profil) predkosci wyznaczamy catkujgc dwukrotnie ...

d*2 ,, —_K _ _1K 2

d x2
State catkowania A 1 B wynikaja z natozonych warunkow brzegowych:
X, =—H =uv,(x,)=0
X, =H =uv,/(x)=U,

Ostatecznie zatem Ul(XZ) % [1- (XZ)Z]-I— (X +H)
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Mamy dwa przypadki szczegolne:

e przeptyw Poiseuille’a U,=0 = U, (XZ) - %% [1- (% 2]
e przeptyw Couette’a K=0 = u(X)= L2J—|X|V (x,+H)
Cwiczenie:

1. Oblicz wydatek (w sensie 2D) przeptywu P-C jako funkcje predkosci U, i gradientu
ci$nienia K . Kiedy wydatek jest rowny zeru?

2.0blicz rozktad poprzeczny (profil) wirowosci 1 naprezen stycznych. Jak wyjasnisz fakt,
ze naprezenia styczne wzdhuz dowolnej linii X; = CONSt nie s3 rowne zeru, chociaz nie

wystepuje ruch w kierunku 0X,?
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Przyklad 2: jednokierunkowy przepltyw w rurze o stalym przekroju

Przeptyw jest napedzany stalym gradientem ci$nienia.
Pole predkosci ma tylko jedng niezerowg sktadowa:

v=[v,0,,0,]=[0,0,0,] U, =U,(X, X,)

Analogiczny argument jak w przypadku przeptywu P-C
prowadzi do wniosku, zZe ci$nienie jest stale w przekroju
rury i jego gradient w kierunku OX, jest staty:

—K =const (K >0 jest zadana)

Zagadnienie brzegowe dla rozktadu predkosci w przekroju rury ma teraz postac:

-

.

P+ =—K

5 +ax§ 3 o In Q2
U —

Slon

gdzie Q oznacza obszar 2D przekroju poprzecznego rury (w plaszezyznie 0X X,).

W szczegolnych przypadkach rozwigzanie powyzszego zagadnienia mozna otrzymaé w
formie analitycznej. Na ogot — nalezy uzy¢ metod numerycznych.

14/17




Przypadek szczeg6lny: przeplyw w rurze kotowej (przeplyw Hagena-Poiseuille’a)

Naturalnym jest wykorzysta¢ cylindryczny uklad wspoétrzednych. Przy zalozeniu osiowej
symetrii pola predkosci, rownanie ruchu w kierunku osiowym redukuje si¢ do postaci
(oznaczyliSmy W = v, jedyna niezerowa sktadowa pola predkosci)

SEW W= (rw)]=—%

Warunki brzegowe dla powyzszego rOwnania majg postac:

Lw(r=0)=0 , w(r=R)=0

Rozwigzaniem tego zagadnienia brzegowego jest funkcja
W(r) = 5B2 [1- (£)?] = Wyl L ()°]
"o

Obliczmy wydatek objetosciowy przeptywu Hagena-Poiseuille’a (szczegdty — ¢wiczenie)

deS 27zj w(r)rdr = £ R* = Ko°
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Otrzymana formula nosi nazwe¢ wzoru Hagena-Poiseuille’a. Zauwazmy, ze wydatek jest
proporcjonalny do wartosci gradientu ci$nienia 1 czwartej potegi Srednicy rury, a takze
odwrotnie proporcjonalny do lepkosci cieczy.

Pokazemy, ze mozna wprowadzi¢ bezwymiarowg miare okreslajaca spadek cisnienia
niezbedny do uzyskania zadanego wydatku. Spadek ten charakteryzuje tzw. straty
hydrauliczne (ubytek cisnienia) lub — innymi stowy — opor hydrauliczny.

Zacznijmy od wprowadzenia predkosci sredniej

_Q_ Q _kp2_1
Wor =5 = 1202~ 320~ 20

Gradient ci$nienia mozna wyrazi¢ przez predkosc¢ srednig 1 parametry fizyczne cieczy

_ 32w pVv
K= DSE

Wprowadzmy bezwymiarowg miar¢ spadku cisnienia (strat hydraulicznych) wzorem

KD 64 64 w.,. D
= I L
Lowi, P Re Vv

Sr 14
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Otrzymalis$my formule zawierajaca wazna bezwymiarowg wielko$¢ — liczbe Reynoldsa Re.
Charakteryzuje ona (wzgledng) wielkos$¢ efektow lepkosci w przeptywie. Liczba Reynoldsa
jest jedng z najwazniejszych liczb podobienstwa dynamicznego. Problem podobienstwa
dynamicznego przeplywow 1 zwigzanych z nim bezwymiarowych liczb omowimy szerze; w
Wykladzie nr 10.

Analityczne formuly wigzace gradient ciSnienia i wydatek moga by¢ otrzymane w kilku
przypadkach przekrojow innych niz kolowy (np. elipsa, trojkat rownoboczny,
prostokat). Nie zawsze s3 to formuly zamkni¢te - otrzymuje si¢ rowniez wyrazenia w
postaci szeregu.

W hydraulice poslugujemy si¢ czesto pojeciem promienia hydraulicznego R,
zdefiniowanego nast¢pujaco

R, =2A/P
gdzie A i P oznaczaja, odpowiednio, pole powierzchni 1 obwdd przekroju

poprzecznego rury (dla rury kotlowej mamy R, = R).

17/17




