WYKLAD 9

WYZNACZANIE SIL REAKCJI PLYNU NA
CIALA METODA CALKOWEGO BILANSU
PEDU




CALKOWA POSTAC ZASADY ZMIENNOSCI PEDU (RUCH STACJONARNY)

W Wykladzie nr 3 pojawita si¢ calkowa posta¢ Zasady Zmiennosci Pedu zapisana dla
obszaru kontrolnego. Zapiszmy ja w nastepujacej formie

2 (pp)dV 1) dS = [ ¢dS Vv
!jgat(pv) +8L(p”)(ﬁ,”l | +[f2pf

Ln oL

Zalézmy, ze ruch plynu w obszarze () jest stacjonarny oraz, ze zewnetrzne pole sil
objetosciowych mozna zaniedbac. Powyzsza rownos¢ calkowa uprosci si¢ wowczas do
postaci

j cdS = j (pv)v, dS

012 012

strumien Pedu
przez brzeg obszaru

J/

Otrzymalismy calkowa form¢ ZZP dla ustalonego ruchu plynu. Zauwazmy, ze powyzsza
rowno$¢ zawiera wylacznie calki po brzegu obszaru Q! Lewa strona rownoéci okresla
calkowitg sile powierzchniowg dzialajaca na plyn, ktéry aktualnie przebywa w obszarze 2.
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Brzeg obszaru mozna podzieli¢ na dwie czesci: ,,plynng” (przez nig plyn wplywa lub
wyplywa do obszaru) 1 ,,materialng”, tj. bedaca powierzchnig ciat znajdujacych sie w
kontakcie z ptynem. Typowe sytuacje przedstawiono na ponizszych schematach. Nalezy
zwrociC uwage na zwrot wersora normalnego N.

Formuta catkowa ZZP moze by¢ zatem zapisana nast¢pujaco

Mn

ds = dS— [ &dS N
j o a_L(,ov)u j c r

Thody T fuid

F

gdzie F jest wektorem sity reakeji ptynu na cialo.

J

1_‘fluid
Jezeli zatlozymy, ze materialna cze$¢ powierzchni jest dla ptynu ) |
nieprzenikalna to skladowa normalna predkosci na tej . : :
powierzchni jest rOwna zeru: U, | so= 0. I Fbod/
body 'V n
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Ostatecznie, otrzymujemy catkowg formuie dla sity reakcji (dynamicznej) ptynu na ciato w
postaci

F=— j (pv)u,dS + j cdS

r 7 fuid

fluid

Otrzymany wzoér jest stuszny dla dowolnego pltynu (Scisliwego, niescisliwego, lepkiego,
idealnego).

Zalozmy teraz, ze plyn jest nieSciSliwym plynem newtonowskim. Wiemy juz, ze
jednostkowa sita powierzchniowa (naprezenia) dane sg z tym ptynie wzorem

oc=—pPn+2uDn
Po podstawieniu, otrzymujemy nastepujacy wzor na site reakcji F

F=-— j (pv)v,dS — I pndS+2u I DndS

! quid 1 quid ! fid
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Ostatnia catka jest zwykle trudna do policzenia. Niekiedy, mozemy wykorzysta¢ swobode
wyboru obszaru w celu zapewnienia, ze udziat tej calki w calym wzorze bedzie
zaniedbywalnie maty. W prostych zadaniach inzynierskich (,,akademickich”) bedziemy
zakladaé, ze calka ta jest do pominiecia. Oczywiscie, skladnik z lepkos$cia znika
tozsamosciowo, jesli poslugujemy si¢ modelem plynu idealnego.

Uproszczona formula dla sity reakcji dynamicznej ma zatem postac

F=— [ (pv)u,dS— [ pndS

A A

fluid fluid

Jezeli powierzchnia /g, jest powierzchniag zamknigta to modyfikacja ci$nienia o dowolna

flui

stala wartos¢ P, jest dopuszczalna, bowiem nie zmienia wartoSci sity. Wynika to z
nastepujacej rownosci
I p,NdS=p, j NdS=0 (dlaczego?)

I fid I fid
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Formuta przyjmuje postac
F=— j (pv)u,dS — _‘- (P—Pa)ndS
L f1uid L fluid

Zwykle, uzycie jej w takiej formie prowadzi do pewnego uproszczenia obliczen. Typowym
przypadkiem jest obliczanie reakcji od swobodnego strumienia cieczy (vide Cwiczenia)

W niektorych przypadkach odjecie od cisnienia stalej odpowiadajacej; wartosci cisSnienia w

otoczeniu jest niezbednym warunkiem wyznaczenia poprawnej wartosci reakcji dynamicznej
,,hetto” (bez sktadnika napory statycznego).
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Przyklad (abstrakcyjny): W obszarze kontrolnym znajduje si¢ pewne urzadzenie
przeptywowe, ktore rozdziela wpadajacy strumien cieczy na dwa — jak na schemacie. Nalezy
obliczy¢ sktadowe reakcji dynamicznej na to urzgdzenie.

$o.750

Poniewaz przepltyw odbywa si¢ wytacznie przez wlot i wyloty oraz ci$nienie na wylotach jest
rowne ci$nieniu otoczenia P, mozemy przyjaé, ze [ =35, US, U S,

Wilot S;:
n=-e, =[-10], v:%elz[9 0] , v

n

[(po)0ndS + [ (P p.)ndS =[-p(R)* A= p,Ale, =~(p S+ P, A,
S, S, &

Pn

—p-n=-2
=v-n=—%
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Wy|0t Sz'

I(PU)U dS"‘I(D p,)ndS = p(3%)* 1 Ae
S 0 0.25Q)
2 82
:%pQTel
WyIOt S;
30
,=[0,1] , o= 1— [O,2A , unzv-n=§
QZ

j(pv)und8+j<p p.) ndS = p(33)* 1 Ae, =§ p e,

0

Finalnie, sita reakcji dana jest wzorem:
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NAPREZENIA A WIROWOSC W PLYNIE

Wyprowadzimy eleganckie formuty dla naprezen na powierzchni ciata 1 sity
aero/hydrodynamicznej. Przy okazji, zobaczymy zwigzek pomigdzy tymi wielkosciami a
wirowoscig ptynu.
Punktem wyjscia jest ogdlna formuta dla sity powierzchniowej w ptynie
szadS:jEndS.
o0L2 0L2

Wykorzystamy zwigzek reologiczny w plynie newtonowskim

E=—pl+2uD=—pIl+2u Vv -2u R .

: tensor
gradient
predkosci obrotu
Poniewaz Rn=—inx(Vxv)=—3nxw

En=—pn+2uVo-n+ unxw.

to O
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Zachodzi nastepujace twierdzenie:
Jezeli V-0=0 (ptyn niescisliwy)i 0 |m =0 to Vo-n+nxw=0.

Dowod:

Poniewaz ®» | — 0 to powierzchnia 02 jest izopowierzchnia dla wszystkich sktadowych

pola predkosci (sg one na niej rOwne zeru), zatem gradienty tych wielkosci muszg by¢ polami
wektorowymi prostopadtymi do brzegu 0.£2.

Wobec tego, mozemy napisac¢ rOwnosci

ov-
Vo| xn=0 = Zi-an , k=123
002 ox, )

prawdziwe dla pewnych liczb rzeczywistych 4; (j = 1, 2, 3).

Nastepnie, w notacji indeksowej mamy réwnosci

_ n=-1n.e.
Nxw=c Njoe . Vo-n=——ne
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Po podstawieniu otrzymujemy

0 0
Vo-n+nxw= (ax O+ €y AN € = (55 U+€|Jk€kaﬂ - Lg)n e =

_ —(_O0 0 —
[GX O +(8 3, —5,y01, ) L0 }n e = (£ v+ &0~ A0, € =
— —(_0 _ 0 _ _ _
--mujnjei_(ﬁqujnj zﬁyujngei—(ﬂjnﬂn ljnjm)er—o
H/_J

=V-0=0

zgodnie z teza twierdzenia. ||

Otrzymang rownos¢ mozemy wykorzystaC we wzorze na wektor napr¢zen, ktory uprosci si¢
do postaci

oc=—Pn—UnRXQ®

Zauwazmy, ze PNXN =0 | (I’]Xa)) =0 co oznacza, ze pierwszy skladnik opisuje
naprezenia normalne, a drugi — naprezenia styczne na powierzchni 0.£2.
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Sita dziatajgca na cialo moze by¢ zatem obliczona ze wzoru

F=— j (pn+unxw)dS
50

Ciekawe, ze powyzszy wzor mozna wyprowadzi¢ bez zalozenia, ze predkos¢ punktéow
brzegu jest rowna zeru!.

W rzeczy samej, podstawienie wyrazenia na napr¢zenia daje

F=|0odS=- dS+2u | Vo-ndS dsS.
Jrsefrseas s e

Mamy jednak
va-ndS = J-DiV(Vv)dx:I Av dx=
012 tens@ro Q 0 Laplasian
wariant GGO predkosci
=IV(V-v)dx —J-Vx(va)dx:—ijwdx = - j nxwdS
=0 =) ]
Q Q Q2 GGOdla 012

rotacji
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Mamy zatem wzor

F:—I pndS—Z,uI nxwdS+,uj nxwdS:—j (pn+ unxw)dS
50 50 50 50

Zauwazmy, ze wyprowadzona wczesniej formuta dla naprezen bez zalozenia zerowania
predkosct brzegowej nie obowigzuje. Wynika z tego, ze dodatkowy skladnik w
,,hipotetyczne)” formule opisujgcej rozktad naprgzen na ruchomym brzegu nie daje udziatu do
catkowitej sity aerodynamiczne;.
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