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Rozdziat 1

Wstep matematyczny lub podstawy
rachunku wektorowego i tensorowego

1.1 Podstawowe zaleznosci

Czytelnik z pewnoscia zetknal sie z rachunkiem wektoréow i algebra liniowa. Dla przy-
pomnienia podajemy podstawowe definicje, stwierdzenia i wtasciwos$ci potrzebne przy
czytaniu poczatkowych rozdziatéw skryptu. Bardziej zlozone fakty zamieszczone sa w
miejscach, w ktérych pojawia sie potrzeba ich wykorzystania. Ot6z przestrzenia wekto-
rowa (albo liniowa) nazywamy zbiér elementéw, takich ze dla f. G, hz przestrzeni wek-
torowej okreslone jest dziatanie ich dodawania z wynikiem nalezacym do tej przestrzeni i
dziatanie polegajace na mnozeniu przez liczbe. Wynik tego ostatniego tez nalezy do roz-
wazanej przestrzeni. Ponadto okresla sie element zerowy (wektor zerowy), ktéry dodany
do dowolnego wektora nie zmienia go. Dodawanie jest przemienne i taczne,

f+g=g+/
(f+P+h=f+(G+h)
a mnozenie przez liczbe jest tez taczne i rozdzielne wzgledem dodawania.

=

ab-fy=(a-b)-f
a-(f+=a-f+a-g
Zero liczbowe i zero wektorowe sg zwiazane ze soba:
0-f=0

a réwnanie
T+qg=h

ma jedno rozwiazanie
T=h+(-1)g=h—4g

Méwimy,ze dla liczb aq, as, as... i wektorow f, g, h.. ponizszy zwiazek

a1f+a2g7+a3ﬁ+...
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jest kombinacja liniowa wektoréw. To oczywiscie wektor. W szczegdlnosci moze by¢ zerem.
Jesli réwnanie
alf—l—a2§'+a3h+...:0

jest spetnione gdy wszystkie liczby ay, a2, as... s3 zerami, to wektory f, g, ho.. sq
niezalezne liniowo. (Wydaje sie oczywiste, ze dla a1 = a; = a3 = ... = 0 wynik jest
zerowy. Definicja niezaleznosci wykorzystuje odwrdcenie tej wlasciwosci.)

Gdy liczby ay, as, as nie sa zerami, okreslaja za pomocg kombinacji liniowej wektoréow
niezaleznych inne wektory. Zbiér tych wektorow spetnia definicje przestrzeni wektorowe;j.
Przestrzen ta nalezy do przestrzeni wyjsciowej. Jesli jest z nig identyczna, to uzyte wek-
tory liniowo niezalezne tworzg baze. Wtedy, na mocy identycznosci obu przestrzeni, kazdy
wektor moze by¢ przedstawiony jako kombinacja liniowa wektoréow bazy. Zauwazamy, ze
baze mozna przeksztalci¢ w inng baze. Wystarczy by wyniki kombinacji liniowych wek-
toréw bazy byly wektorami liniowo niezaleznymi i by istniato9 przeksztalcenie odwrotne.
Mozna stad wywnioskowaé, ze wszystkie bazy w danej przestrzeni wektorowej sktadaja sie
z tej samej liczby wektoréw. Liczbe te nazywamy wymiarem przestrzeni. Wektory bazy
moga by¢ pomnozone przez liczby rézne od zera, co nie zmieni faktu, ze nadal bedg two-
rzy¢ baze (zmienia sie liczby aq, ag...). Wnioskujemy, ze wlasciwo$é “wlasciwosé bycia
baza“ nie zalezy od “miar“ wektoréw bazy. Aby okresli¢ zwigzki i wlasciwosci wynikajace
z miary wektorow definiuje sie iloczyn skalarny. Jest to funkcja o wartosciach liczbowych
okreslona dla pary wektoréw. Funkcja ta ma nastepujace wtasciwosci:

—

(f, §) = iloczyn skalarny = (g, §) = liczba

-

(F+g.h) = (f. h)+(F. h)

— —

- =

(f, f) =0
(0,9) =0

(. fy=0— f=0
Wielkosé H ﬂ‘ = ( f, f)l/ 2 nazywamy norma wektora ( lub w zwyklym przypadku ptasz-

czyzny albo przestrzeni euklidesowej) jego dlugoscia. Jesli wektory f, i ¢ maja zerowy
iloczyn skalarny, to méwimy, ze sg ortogonalne. W szczegoélnosci wektory bazy moga by¢
wzajemnie ortogonalne. Taka baza jest wygodna w uzyciu. Jezeli dodatkowo zatozymy,
ze kazdy zostal pomnozony przez odpowiednio dobrang liczbe, to moze mie¢ norme jed-
nostkowa. Wtedy moéwimy, ze baza jest ortonormalna. Oznaczmy wektory ja tworzace
symbolami &, &, €& dla przestrzenki trojwymiarowej uzywanej w mechanice (€], €5
odpowiednio dla plaszczyzny) i napiszmy kombinacje liniows

a= alé'l + (1252 + (1353

Takie przedstawienie - za pomoca wektoréw bazy - moze byé¢ zastosowane dla kazdego
wektora a@. Na mocy definicji ortonormalnosci wektory €7...€5 spelniaja zwiazki:
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(@, &) = [|&]* = 1..(, &) = [|&]° = 1

(517 52) - 07 (517 53) = 07 (527 53) =0

Jak wida¢, zbiér tych zwiazkow jest dos¢ obszerny. Skroémy zapis uzywajac oznaczenia
erzk =1,231ubé; z1=1,2,3. SzeSc réwnan napisanych wyzej mozna przedstawic
nastepujaco:

ldlai=k

0 dlai#k

Symbol §;; nazywa sie delta Kroneckera. To elementy macierzy jednostkowej. W ma-
cierzy takiej na glownej przekatnej sa jedynki, a poza nig zera.
Przypus$émy, ze (w jakis sposéb) okreslono wektor @. Wspétezynniki ay, (K = 1,2, 3) mozna
wyznaczy¢ uzywajac iloczynu skalarnego. Piszemy:

(€3, €k) = ik, gdzie Oy = {

(€, @) = (Ek, 11€) + 26y + a363) = a1 (€, €1) + az(€k, €2) + a3y, €3)

Z trzech iloczynéw skalarnych dwa sg zerowe. To te, dla ktorych k i indeks przy drugim
z wektorow bazy maja rozne wartosci. Pozostaly indeks drugiego z wystepujacych w ilo-
czynach bazy (... nie nie k...) to k. Dla ortonormalnych wektoréw bazy mamy (€, ;) = 1
Dokonajmy rzutowania @ na wektor ;. Wtedy

— —

ky @ = Q, € = A

Wspétcezynnik “rozktadu* - rzutowania to az. W mechanice przyjeto nazywaé wspotczyn-
niki rozktadu wektora w bazie ortonormalnej sktadowymi tego wektora. Podane wyrazenia
sa nieporeczne w uzyciu (z powodu dlugoséci). Mozna uproscié¢ ten zapis uzywajac znak
sumy:

k=3
a= Z aké'k
k=1

To wyrazenie nadal nie jest zbyt dogodne, albowiem znak > jest duzy i trudny w zapisie.
Istotne korzysci (o nioczekiwanie znaczacych konsekwencjach) zawdzieczamy Einsteinowi.
Przestat on uzywac¢ znaku “sigma“piszac:

a= akgk

Tam, gdzie indeks sie powtarza sumujemy wzgledem niego dla wszystkich jego wartosci.
Zmiana oznaczenia indeksu nie zmienia sumy:

aké'k = (ljé}' = alé}...

bo w kazdym wypadku dodajemy te same iloczyny dla wszystkich wartosci powtarzajacego
sie indeksu. Regute Einsteina mozna zastosowa¢ w rachunku macierzy. Zamiast pisa¢

Ci = AuBir
skracamy wyrazenie przez opuszczenie sigmy

Cij = AuBir,
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i pamietamy, ze jest to suma tylu wyrazow ile mozliwych wartosci ma indeks k.
Pomnoézmy teraz skalarnie dwa dowolne wektory:

(@,b) = (ai€i, b;€;) = aib;(&, €;) = a;b;dy;
Sumujemy wzgledem indekséw 7 oraz j. Tylko te d;; sa rézne od zera, dla ktérych i = j.
Pozostale wartosci - zerowe - nie maja znaczenia dla sumy. Otrzymujemy zatem:

=

(Ei, b) = a1b1 + a2b2 + agbg = aibi

Czytelnik moze rozwazy¢ sytuacje, w ktorej wektory bazy nie sg ortonormalne. Wtedy

(€, €5) = (€),€;) = gij = gji  gdzie gij # 0ij
[loczyn skalary wektorow wyraza sie w tej sytuacji nastepujaco:

=

(d,b) = gijaib; = gjibja;

Trudno$¢ pojawia sie tu przy znajdowaniu wspétczynnikéw rozktadu wektora wzgledem
bazy. Aby uzyskac te wspolczynniki konstruujemy (trzy) wektory odpowiednio ortogo-
nalne do €, €, €. Oznaczmy je odpowiednio €', €2, 8. Przy ortonormalnoéci é; oraz é*
czyli gdy zachodzi
(€, %) = o

to znalezienie rozktadu w bazie jest proste. Gdy baza nie jest ortonormalna to dla odréz-
nienia sytuacji uzywamy takiego zapisu:

a—= aké'k

Indeks jest zapisany “u gory “. Piszemy teraz:

(€7,d) = a"(€?,é&) = aPd} = a”
Jasne, ze wektor @ moze by¢ réwniez zapisany przy uzyciu wektoréw €. Mamy wtedy

a—= aké'k

Bazy nieortogonalne maja znaczenie w pewnych zastosowaniach, ktére w mechanice
plynéw sg rzadkoscig i nie bedziemy sie nimi blizej zajmowali.
Przy pomocy wektoréw wyraza sie wiele praw fizycznych. Prawa takie sa zawsze jedna-
kowe i niezalezne od bazy, ktéra mozna wybra¢ dowolnie. Wektory posiadaja wlasciwosé
niezmienniczo$ci, to znaczy sa niezalezne od tego, jaka baze zastosowano. Ta cecha po-
zwala na szerokie ich zastosowanie w fizyce. Przypusémy, ze wektor @ zapisano przy uzyciu
dwu baz : &), &, & 1 , & , & . Baza “primowana “ - utworzona z wektoréw - moze
by¢ wyrazona w bazie bez priméw.

Zapisujemy:

. . !
i podstawiamy e,
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, . . . . . , . . , .
Aby otrzyma¢ zwiazki pomiedzy a;, i a, wystarczy powyzsze réwnanie pomnozy¢ skalarnie
przez €
- = N ! !
ap(€p, &) = aplyj = aj = arpidi; = agQ;

(WykorzystaliSmy mnozenie przez 0 lub 1 i sumowanie wzgledem indekséw p oraz i. Jesli
p#jtod,; =01ijeslii+#jtod,; =0.)

Jak wida¢, aby otrzymaé a, trzeba odwréci¢é macierz transponowang do macierzy utwo-
rzonej z oy, ;0. Jesli oy ;0 sa cosinusami pomiedzy wektorami baz, to - jak méwimy - macierz
ta jest ortogonalna, to znaczy posiada macierz odwrotna identyczng z transponowana.

Z wtasciwosci iloczynu skalarnego wynikaja dwie wazne nieréwnosci:

(@9 < llall < |p|

a5 <+ ]

To nieréwno$é¢ Schwartza i nieréwnoéé tréjkatal Jak dotad nie okreélilismy sposobu obli-
czenia iloczynu skalarnego wtedy, gdy zadane sg wektory. (Umiemy go obliczyé, gdy znane
sg rozktady tych wektoréw w bazie. Ale wspélczynniki rozkladu okresla sie przy uzyciu
iloczynu skalarnego i wektoréw bazy.) Oté6z iloczyn skalarny mozna zdefiniowaé rozmaicie.
Kazda definicja prowadzaca do podanych wczesniej cech iloczynu skalarnego jest akcep-
towalna. W zalezno$ci od definicji otrzymujemy rozmaite przestrzenie. Do naszych celéw
przydatna jest przestrzen, w ktorej wektory maja cechy skierowanych odcinkéw prostych.
Termin “skierowanych* oznacza wyrdznienie poczatku i konca. Dla wektoréw a i b maja-
cych wspolny poczatek, iloczyn skalarny okresla sie nastepujaco:

=

(@,6) = |@| - |b] - cosp

Kat 6 to kat (< 7)? pomiedzy wektorami (rozumianymi jako odcinki skierowane od
wspélnego poczatku do ich koncéw.). Przy takiej definicji iloczynu skalarnego ortogo-
nalno$¢ oznacza prostopadtosé. Baza ortonormalna to trzy wektory jednostkowe, skiero-
wane wzdtuz wspétrzednych ukladu kartezjanskiego. Iloczyn (d, l_;) mozna interpretowac
jako “rzut @ na b*. To - Scislej méwiac - dtugosé tych “rzutow“. Dodawanie wektoréw to

“reguta rownolegloboku“. Mozna tez dodawacé ay i by:

=

(d’+b)k:ak+bk

Jesli wybierzemy punkt, w ktérym umiescimy poczatek uktadu wspoétrzednych kartezjan-
skich, to koniec wektora o poczatku w tym punkcie okresla inny punkt o wspétrzednych
x1, To, x3. Wektor taki nazywamy wektorem - promieniem. Uzywajac bazy zwiazanej ze
wspotrzednymi piszemy:

F=éx;
Poniewaz baza jest ortonormalna, to kwadrat normy jest rowny:

7| =2t + 23+ 23 = ;- 15

LJesli @ lub b jest zerem, to nieréwnoéé¢ Schwartza jest prawdziwa. Jeli nie, to wezmy (f—ag, f—ag) =
I£IIP =2a(f, g)+a2 ||g]]> = 0. Wniosek: nie ma dwéch pierwiastkéw réwnania || f||* —2a(f, g)+a2 ||g||> = 0
i wobec tego 4(f, g)? — 4||f|I* llglI* < 0
Druga nieréwnosé: (f + g, f +g) = [IfII* +2(f,9) + llgll* = (1]l + llgl)*. Lewa strona to ||f + gI*

2(a@,b) = (b,a@). Kat § mozna mierzy¢ “od @ do b lub od b do @. Jest tak bo cosf = cos(2rw — 6).
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jest kwadratem dtugosci okreslonej przez twierdzenie Pitagorasa.

rysunek rysunek rysunek rysunek
Oprécez iloczynu skalarnego definiuje sie iloczyn wektorowy (zewnetrzny). Dla wekto-
row bazy okreslamy go tak:

Dla dowolnych a i b mamy:

Exgz(a1€1+a2€2+a3€3)x (b151+b2€2+b353):

:alblé'l Xéi +(I1b2€1 Xéé —l—alb3€1 X€3+....
+....a3 b3 53 X 53

Poniewaz €), X €, = —éj x €}, = 0, to wykorzystujac podane uprzednio iloczyny, mozna
uprosci¢ otrzymane wyrazenie. Wynik pokaze, ze mozna uzy¢ zapisu nastepujacego:

€1 €2 €3
a x g: a; Qa9 as (11)
by by b3

Inna wygodna forma tego wyrazenia jest nastepujaca:

axb= eiaijkajbk

Sumujemy wzgledem 1i,j,k. Wspoélczynnik €, jest zerem gdy powtarza si¢ warto$¢ dwu
(czy tez trzech) indeksow, jest jedynka gdy i,j,k to 1,2,3 albo parzyste przestawienie tych
liczb. Jezeli przestawienie nie jest parzyste, to g;;; = —1. Jasne, ze

axb=—-bxda, dxd=0

Wazna formuta to iloczyn mieszany

a; az as
(@bx2) =|b by b (1.2)
C1 C2 C3

W interpretacji geometrycznej jest to objetos¢ rownolegloscianu “zbudowanego “ na

wektorach @, b, ¢. Innym istotnym wyrazeniem jest podwdjny ikloczyn wektorowy:

ax (bx@) =b(a, d — @b

Pokazemy jeszcze interpretacje iloczynu wektorowego. W tym celu wybieramy plaszczyzne
:1:1, To generowana przez czynniki a, b iloczynu @ x b Wektor @ lezy na osi ;. Mamy:
= |d|, as = ag = 0. Wtedy iloczyn wektorowy a x b=éya - b
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rysunek rysunek rysunek
Pozostaje okresli¢ by.

Otrzymalismy wiec
axb= 3 ‘C_l” .

Wynik mnozenia to wektor prostopadty do ptaszczyzny generowanej przez @ i l;, skie-
rowany zgodnie ze zwrotno$cig uktadu kartezjanskiego.
Kolejny twér geometryczny (bo wektorom nadaliSmy takie cechy geometryczne jakie maja,
odcinki skierowane) wynika z utworzenia analogonu znanej z algebry operacji mnozenia
macierzy przez wektor. Jesli macierz kwadratowa M jest mnozona przez wektor, to otrzy-
mamy
by = My;a;

Wektor - czynnik jest wektorem kolumnowym, a wynik to wektor wierszowy.
Chcemy utworzyé¢ odpowiednik geometryczny takiego iloczynu. “Geometryzacja“ nastapi
wtedy, gdy uzyte zostang wektory bazy. Piszemy

a= aié}, g: bkgk
i mnozenia macierzowwe zastepujemy mnozeniem skalarnym
(M, @) =b
M to tensor - twér bedacy uogélnieniem wektora zdefiniowanego tak:
M = &; M€y, = Mix€;€), = €;ex My,
z sumowaniem wzgledem ¢ oraz k. Wykonujemy mnozenie:
M, @ = (@Mikgk; apep) = giMikap(gka 5p) = giMikapékp

lloczyn (z sumowaniem!) a,0k, = Ogpa, = 0101 + dg202 + Okzas = ai Tak jest, bo tylko
dla drugiego indeksu w 6y, réwnego £ mamy 6y, = 1. Pozostate sktadniki sg zerowe.
Otrzymalismy:

(M, @) = €, Mpay

czyli wektor okreslony przez zwykly iloczyn macierzy i wektora kolumnowego. Wynik nie
jest wektorem wierszowym, czyli jednym z dwéch wektoréw algebraicznych. To zwykty
wektor geometryczny wyrazony w bazie e;. Macierz moze byc roztozona na symetryczna
i antysymetryczna:

1

1
My, = §(Mik + M) + iMz'k — My,

Wystepuje tu operacja transponowania czyli zamiany wierszy i kolumn

S Mg+ My, o
M = €i#€k +€; 5 k

Mik: - Mkz
(&
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Mamy tez tensor jednostkowy
I= ééijek

Mozna tez okresli¢ tensor M~ taki, ze
M,M ) =1
Rozpisujac to réwnanie otrzymamy:
(ex My} €y, & My, €,) = M,;plépl My, é, = &, M,,' M, &,

Wynik mnozenia M;" M;,, ma byé¢ réwny 6y, Zatem M! jest macierza odwrotng do M.
Oczywiscie macierze te nie moga byc osobliwe.

z definicji tensora wynikaja wprost reguly dodawania, mnozenia przez liczbe i te, ktore
okreslaja przestrzen liniowa. Konczac dodamy, ze mnozenie wektora i tensora nie jest prze-
mienne, chyba Ze tensor jest symetryczny. Wtedy M = M?' i (@, M) = (@, M, @). Kazde
dzitanie , réwnanie i wlasciwos¢ zapisane z uzyciem wektoréow i tensoréw nie zalezy od
przyjetej bazy. Jezeli baza ulegnie zmianie, to przeksztalceniu podlegaja - jak powiadamy
- sktadowe wektorow i tensorow. Reguta przeksztalcania tych ostatnich jest “podwdjnie
wektorowa®. Jest tak, bo z zapisu tensora dwukrotnie wystepuja przeksztatcone wektory
bazy:

M, = Mylnnamiank

i aby wyrazi¢ M, = za pomoca My, trzeba dwukrotnie uzyé macierzy odwrotnych do ma-
cierzy przeksztalcajacej baze.

1.2 Rozniczkowanie wektorow i tensorow

Inna potrzebna informacja dotyczy rézniczkowania wektoréow, tensoréw i skalaréw zalez-
nych od jednej zmiennej oraz od wielu zmiennych, okreslajacych wspélrzedne na plasz-
czyznie albo w przestrzeni.

Jezeli wektor albo tensor okreslony w niezmiennej bazie zalezy od jednej zmiennej - na
przyktad od czasu, to wynikiem rézniczkowania bedzie odpowiednio wektor lub tensor:

di d _, day,

— = —¢&pap = €p—

dt — dt "TF T gy
dA d . LA, L
o = %ekAkpep = ekd—tpep

sytuacja jest bardziej ztozona dla funkcji zaleznej od miejsca. Rozwazmy plaszczyzne, na
ktorej zadana jest taka funkcja. Piszemy

= f(x1,29)

Zamierzamy zrézniczkowa¢ te funkcje w punkcie o wspotrzednych xgl, x92. Sposobdw
okreslenia przyrostu tej funkcji wzdtuz matego wektora A7 = €1Axy + e3Ax, jest tyle, ile
wektoréw A7 o poczatku w xg1, Tos.

Piszemy formalnie:

Af = f(ror + Ay, xo2 + Aa) — f(z01, To2)
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Przyrost ten mazna tez zapisaé jako:

0
1+i

_ of
Af 3x2

A
3x1 2

Gwiazdka oznacza, ze pochodna jest okreslona w posrednim miejscu. Po przeanalizowaniu
mozna stwierdzié¢, ze Af to iloczyn skalarny dwdéch wektordw:

|, 0f

€1 €9 1 €1A$1 + ggAl‘Q
3(1]1 a$2 X

Jesli Az i Azxy daza do zera, to mozna pominaé¢ gwiazdke i obliczy¢ pochodne w punkcie
o wspolrzednych xg; i zge. Otrzymamy wtedy

df = (V,df) = (dr,V)

Przez V f oznaczamy wektor

0 0
Vf=(61=— +é—
f (618$1 +628$2)f
wynikajacy z dzialania operatorem
0 0
V=é—+eéeé—
@ 8$1 te 81'2

na funkcje f. Operator V nazywany jest nabla albo operatorem nabla. (Nabla to “dzwo-
niacy “, tréjkatny instrument muzyczny.) Dla przestrzeni operator ten rozszerzamy na
trzeci wymiar i dostajemy

L P )
- ©2 81’2 “ 81’3 N ek 8xk

Nabla ma wiele cech wektora. Niestety, nie ma wlasciwosci zwiazanych ze zmiana kolej-
nosci mnozen

Af#f-A
Mozna sprawdzié¢ to twierdzenie przez zwykle uzycie definicji nabli. Jesli funkcja f zalezy
dodatkowo od jakiegos parametru, na przyktad od czasu, to rézniczkowy przyrost mozna
okresli¢ uwzgledniajac % dt

df_%dtJr(Vf,dF)

Czesto , ze wzgledu na potrzebe wyraznego wskazania, ze V dzita tylko na f piszemy tak:

of

i =%

dt + (dr,V f)

dar

Jesli przeksztalci¢ to rownanie i przyjac, ze

df  of
a ot

= 7, to otrzymamy

7,V f)
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Wyrazenie to bedzie miato zasadnicze znaczenie w mechanice ptynéw. Jesli wektor jest
funkcja czasu i potozenia, to méwimy o zaleznym od czasu polu wektorowym. (W fizyce
uzywa sie nazw: pole skalarne, pole wektorowe, pole tensorowe .... odnoszacych sie do
odpowiednich odwzorowan potozenia/miejsca w liczby, wektory , tensory...) Przyrost pola
wektowowego wynika z przyrostu jego skladowych - jesli baze tworza zawsze te same
wektory. Piszemy: .
di = a—?dt + (dF, Va)
Okreslmy teraz pochodna czastkowa wektora wzgledem t

Jda o aak
—_— 6 —_—
ot "ot
oraz dzialanie operatora nabla na @
0 aak
Va=¢; Eply) = €i€p——

Jak widaé, jest to tensor o sktadowych % Mnozony lewostronnie przez wektor da:

(di,Vad) = <ep dz,, € oz ay ek> = dz, (€, ei)a—%ek = <di’jiaxi“’“> €

Jest to wektor, ktérego k-ta sktadowa jest utworzone z “przestrzennego przyrostu wy-
nikajacvego ze zmiany wszystkich wspétrzednych okreslajacych potozenie. Jesli wektory
bazy zaleza od wspétrzednych (jest tak nawet w uktadzie biegunowym) to rézniczkowanie
jest bardziej ztozéne. Piszemy - dla rézniczkowania wektora:

L, 0 . L _ Oag, e 0é,

€ =—— Qp€, = €, €y —— + € a, ——

k@xk pp kpal‘k kpal‘k

Czynnik % jest wektorem.

7 operatorem nabla wiaza sie nastepujace zwiazki:

(e 9 )\ _ o o Oax o Oay  Dar | Day | Oas
Vo= <€’ du;’ akek) = G ) = O G T By Oy T O

W wyniku dostajemy skalar. Nie jest on zalezny od wyboru bazy, bo iloczyn skalarny
os takiego wyboru nie zalezy. Nazywamy go diwergencja wektora @ i zapisujemy tak:

. 8a¢
Inng operacja , prowadzaca do wektora jest rotacja.

diwd = (V,d)

rota =V X a

Jest ona wektorem i najprosciej obliczy¢ ja tak:

rotd=| ;2 2 2 (1.3)
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Postugujac sie podanymi definicjami mozemy otrzyma¢ np laplasjan skalara f. Za-
uwazmy, ze

i~ Ce = | = €, €L = Ojk =
ox;’ " Oxy, © B0y, “Or;0x, O0x?  Ox3 03

Mamy tez dwa tatwe do sprawdzenia zwigzki:

rotgrad f =V x f =0
diwrotd = (V,V x d)

Rzeczywiscie, jesli f jest skalarem, to wektor V f “ ma kierunek wektora V“. Zatem
kat pomiedzy V i Vf jest zerowy i iloczyn wektorowy jest zerem. Druga “ tautologia “
dotyczy iloczynu potréjnego. Wystepuje w nim wektor V x @ prostopadly do wektora
V. Wtedy oczywiscie iloczyn skalarny V i Va jest zerem, bo kat pomiedzy mnozonomi
wektorami jest katem prostym. Pozostaje jeszcze okresli¢ wyrazenie grad diw ¢ = V(V, ).
Uzywajac zwiazku

ax (bx?c)=0bd) — (ba)c
Podstawmy ¢ = ¢, @ = b=V. Otrzymamy wtedy
(V,V)i=V(V,q) — V x (V x7Q)

lub
AG = graddiw § — rotrotq



Rozdziatl 2

Podstawy mechaniki osrodkéw
ciagtych

2.1 Pojecie osrodka ciaglego

Osrodkiem ciggltym nazywamy hipotetyczng substancje zawsze i catkowicie wypelniajaca
przestrzen. Zatozenie cigglosci ciala fizycznego jest przyblizeniem, gdyz w rzeczywistosci
kazda substancja ma strukture czasteczkowa, a wiec ziarnista. Wtedy, gdy w rozwazanym
zjawisku czasteczki lub efekty ich istnienia nie sa bezposrednio obserwowane, mozemy
zatozy¢ ciagglosé.

Najprostszym stanem skupienia jest stan gazowy. W gazach przestrzenne upakowanie
czasteczek materii jest najmniejsze. Miarg odlegto$ci miedzyczasteczkowych w gazie jest
Srednia droga swobodna. Jest to odcinek przecietnie przebywany przez czasteczke mie-
dzy zderzeniami w chaotycznym ruchu cieplnym. Dla powietrza o temperaturze 20°C i
ciénieniu 1 bar droga swobodna czasteczki wynosi okoto 10~7 metra. (Czasteczki sa wielo-
krotnie mniejsze. Klasyczny promien czasteczki azotu to okoto 107'%m) Wielkoscia okre-
slajaca wypelnienie przestrzeni przez czasteczki gazu jest liczba Knudsena zdefiniowana
jako iloraz charakterystycznego makroskopowego wymiaru liniowego L i drogi swobodnej
czasteczki A

L
K,="= 2.1
- 21)

Jesli K, ma znaczng wartos¢, to w skali wymiaréw makroskopowych budowa cza-
steczkowa, czyli jak méwimy ziarnistos¢ gazu nie odgrywa roli. Mozemy zatem stosowac
upraszczajace zalozenie o ciaglosci osrodka. Dolna granica wartosci K,,, przy ktérej mozna
zaniedba¢ ziarnisto$é¢ - bez ryzyka popelnienia znacznych bledéw - to 103. Gdy gaz jest
rozrzedzony, co oznacza, ze liczba Knudsena jest mata, to zamiast zalozenia o ciaglosci
stosujemy opisy dyskretne. Czy opiséw takich nie nalezaloby stosowaé¢ zawsze? Kilomol
substancji (to np. 32 kg tlenu lub 28 kg azotu) zawiera liczbe Avogadro czasteczek.
Liczba ta jest wielka i wynosi N4 = 6.023 - 10%6. Gdyby stosowaé opis dyskretny, nale-
zalo by wyznaczy¢ ruch kazdej z nich. Jest to zadanie niewykonalne: trzeba by rozwiazac
ogromny liczbe réwnan ruchu. Ponadto nalezy okresli¢ potozenia i predkosci wszystkich
czasteczek w chwili poczatkowej. Nie jest to mozliwe i prawdopodobnie nigdy nie bedzie
potrzebne. Mozna bowiem stosowa¢ inne metody opisu - na przyktad przyjac¢ zatozenie
o ciaglosdci osrodka. W cieczach odleglosci miedzyczasteczkowe sa istotnie mniejsze, niz
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w gazach. Wzajemne odlegtosci czasteczek zmieniaja sie tu w niewielkim stopniu. Latwo
wiec stwierdzi¢, ze - na przyktad w wodzie - odleglo$ci miedzy sasiednimi czasteczkami sa
rzedu utamka nanometra. Wnioskujemy wiec, ze zalozenie o ciagtosci wody moze by¢ juz
stosowane przy wymiarach charakterystycznych obszaru bedacych utamkiem mikrometra.

2.2 Ruch osrodka cigglego. Polozenie, predkosé¢ przy-
spieszenie

Osrodek ciggly jest utworzony, na mocy definicji, przez ciagly zbiér punktéw material-
nych. Oznacza to, ze w kazdym miejscu przestrzeni znajduje sie punkt materialny osrodka
ciagtego. Wybierzemy punkt materialny, ktéry w chwili poczatkowej ¢ = 0 znajdowal sie
w przestrzeni w miejscu okreslonym wektorem 7.

Rysunek 2.1. Tor

Wybrany punkt materialny porusza sie, a wiec zmienia sie jego polozenie. Zapisujemy
to nastepujaco:

7= 7(t,70) (2.2)

Linie zakreslong przez poruszajacy sie punkt materialny nazywamy jego torem. Poczatek
toru okresla wektor ;. Mozna to zapisa¢ tak:

7?(077?0) :7?0

Wybér chwili poczatkowej jest oczywiscie dowolny. Gdyby przyjaé, ze poczatek ruchu
nastapil w chwili ¢;,a punkt materialny byl wtedy w miejscu okreslonym przez 7, to dla
t > t,; wektor potozenia mégl by by¢ zapisany jak ponizej:

F: F(t - t17 7?1)

Oczywiscie ™ mozna okresli¢ przy pomocy réwnania (2.2)
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F(tl,Fo) — 771

Otrzymujemy ztozenie ruchu: dla 0 < ¢; < t dostajemy

F(t, F()) - F(t - tl, F(tl, Fo))
Wtasciwosé sktadania ruchu ogranicza klase funkeji 7(¢, 7).
Pochodna funkeji 7(t, /) wzgledem czasu to predkos$é poruszajacego sie punktu:

OF(t, 7o)
ot
Otrzymalismy predkosé¢ punktu, ktéry w chwili poczatkowe]j znajdowal sie w miejscu okre-

slonym przez wektor ;. Podobnie mozna okresli¢ przyspieszenie

U=

= U(t, 7o) (2.3)

— — 2 - —

i = 8“(;;”’) _9 Tgi;”)) — at7) (2.4)
Aby skorzystaé z wyrazen (2.3) i (2.4) trzeba wiedzie¢, gdzie punkt materialny znajdowal
sie w chwili poczatkowej. Taka informacja nie zawsze jest dostepna. (Przyjrzyjmy sie
plynacej rzece. Wiemy, gdzie wybrany przedmiot - na przyktad ptynacy listek - jest w
danym momencie, ale nie wiemy, gdzie byt w chwili poczatkowej.) Powstala trudnosé
mozna tatwo wyeliminowaé. Uzywajac réwnania (2.2) znajdujemy

przy zatozeniu odwracalnosci pierwotnego zwiazku. Mozliwos¢ odwrdcenia oznacza, ze
kazdemu polozeniu w aktualnej chwili odpowiada jedno i tylko jedno potozenie w chwili

t = 0. Podstawimy otrzymane wyrazenie do predkosci okreslonej réwnaniem (2.3) i w
rezultacie mozemy zapisac:

U= u(t, o) = U(t, 7o(t, 7))

Wykonujemy zlozenie i otrzymujemy

v =9(t,7) (2.6)
Wyrazilismy predko$¢ w formie funkeji czasu i dowolnego miejsca wskazanego przez wek-
tor 7. Wyrazenie to okresla predko$é¢ dowolnego punktu znajdujacego sie w obszarze ruchu
i jest wektorowa funkcja czasu i potozenia ¥(t,7), czyli zaleznym od czasu polem wekto-
rowyIn.

Szkic przedstawia pole ¥(t,7) w pewnej chwili ¢;. Dla innej chwili ¢, > ¢; wektory
predkosci moga by¢ zupetnie inne. Jesli ¥ nie zalezy od t, to pole predkoéci nazywamy
ustalonym. Ruch jest wtedy taki sam w kazdej chwili. Dla takiego ruchu wektor predkosci
jest funkcja tylko polozenia, co zapisujemy nastepujaco:

7 = v(r)
Podobnie, gdy wyeliminujemy wektor 7 z réwnania (2.4), to otrzymamy
a=d(t,r) (2.7)

Konczac dodamy, ze zmienne t, 7, nazywamy zmiennymi Lagrange’a lub materialnymi, a
zmienne ¢, 7 to zmienne Eulera albo wedrowne.
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Rysunek 2.2. Pole predkoéci w chwili ¢ = ¢

2.3 Tory i linie pradu

Tor punktu materialnego jest linia, ktora zakresla ruchomy punkt. Dla chwili ¢ istnieje
tylko ta czesé toru, ktora punkt do tej pory zakreslit. Pomiedzy chwilg ¢ i chwila ¢ + dt tor
przyrasta o maty wektor dr, ktéry jest okreslony przez wektor jego predkosci. Mozemy
napisac
dr = (¢, 7)dt
Ten sam fakt mozna wyrazi¢ uzywajac sktadowych wektoréw di’ i ¢. Sktadowe wektoréow
bedziemy oznaczali numerami piszac dxy, dxs, dxs i, odpowiednio, vy, vs, v3. Przy takich
oznaczeniach
dl‘l = U (t, T1,To, ZL’g)dt7

dﬂfg - U?(t7 L1, T2, .I'g)dt,
dZL'3 = U3(t7 T1,To, ZL’g)dt

Krétszy zapis uzyskamy uzywajac indeksu zamiast trzykrotnego wpisywania réwnan dla
trzech kierunkéw. Uzywajac zapisu z indeksem skracamy notacje do postaci nastepujacej:

dlL’i == Ui(t7ZE1, 517272173)dt 1= 17 2, 3. (28)

Zwykly zapis rézniczkowy wynika wprost z tego rownania. Pochodna x; wzgledem czasu
jest po prostu sktadowa predkosci:
d%i
dt

=v(t,x1,29,3) 1 =1,2,3. (2.9)

Jezeli zadane sa sktadowe predkosci, to aby wyznaczy¢ tor trzeba rozwigzaé trzy réw-
nania rézniczkowe zwyczajne z niewiadomymi wspotrzednymi poruszajacego sie punktu.
Zmienng niezalezng jest czas. Dla konkretnego toru trzeba dolaczyé warunki poczatkowe
okreslajace wartosci wspotrzednych w chwili poczatkowej:

$i’t:0 = Ti0 1= 1, 2, 3. (210)

Zmieniajac wartosci x;y zmieniamy polozenie poczatkowe, a wiec wybieramy inny ru-
chomy punkt i otrzymujemy inny tor. Wszystkie punkty z pewnego obszaru €y (jest ich
nieprzeliczalnie wiele) pozwalaja zbudowaé zbiér toréw nazywany potokiem.
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Q(t)

x
x

Rysunek 2.3. Przeksztalcenie obszaru przez ruch

Potok przeksztatca obszar €y w obszar Q(t). €y jest obszarem wypetnionym punk-

tami materialnymi o$rodka w polozeniach poczatkowych, a Q(¢) to obszar wypelniony tym
samym zbiorem punktéw w chwili t. Ruch osrodka ciaglego jest wiec ciagltym przeksztal-
ceniem obszaru przestrzeni. Obszar moze zmienia¢ swoj ksztalt i swoja objetosé. Ciaglosé
przeksztalcenia wynika z ograniczonosci sktadowych predkosci. Dla jednoznacznego roz-
wiazania ukladu réwnan rézniczkowych (2.9) trzeba jeszcze zaltozyé ciaglosé predkosci
wzgledem czasu i jednostajna ciagltos¢ wzgledem wspétrzednych potozenia.
Zal6ézmy, ze dane jest pole wektorowe predkosci (¢, 7). Oznacza to, ze w kazdym miejscu
w przestrzeni i w kazdym czasie znamy wektor ¢. Mozemy zbudowaé linie, do ktérych w
wybranej chwili wektory te beda styczne. Poniewaz szukane linie sg styczne do wektorow
U, to mozemy okresli¢ cosinusy kierunkowe:

dry vy dze vy dxs v

1 2z 83 2.11

ds v’ ds v’ ds v (211)

ds oznacza tu dlugosé elementarnego odcinka linii, a v modut wektora v. Rugujac dtugosé
tuku ds i modut predkosci v piszemy:

dl’l . dlL’Q . diEg

o o o (2.12)
Otrzymalismy dwa rownania rézniczkowe zwyczajne nie zawierajace dtugosci tuku szu-
kanej linii. Poprzednio - zgodnie z (2.11) mieliSmy trzy réwnania - ale zawieraly one
dodatkowo zmienng s.
Przypuéémy, ze udalo nam sie znalezé rozwiazanie uktadu (2.12). Beda nim dwie funkcje
czasu i wspolrzednych:

F(t,z1,29,23,C1,Cs) =0

@(t7x17x27x37 01702) = 0

C1 1 Cy oznaczaja state catkowania.(Przy dwu réwnaniach pierwszego rzedu wystapia dwie
state catkowania.) Kazde z réwnan F' = 0 i ® = 0 opisuje powierzchnie. Przeciecie tych
powierzchni jest linia, do ktérej styczne sa wektory pola predkosci. Wybierajac punkt,
przez ktéry w wybranej chwili ¢; przechodzi poszukiwana linia, piszemy réwnania

F(t1, 210, 220, 730, C1,C2) = 0
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O(t1, 210, T20, 30, C1,C2) = 0

Trzeba teraz wyznaczy¢ state C; i C. Postepowanie takie nie jest - na ogdt - wykonalne.
Lepiej postugiwaé sie uktadem (2.11). Caltkujac réwnanie z warunkami s = 0, z; =
T19, L9 — T9g, T3z — T30 (dla t=1 = const)

x1 = x1(t1, 5, T10, T20, T30)

x3 = x3(t1, 5, T10, T20, T30)

okreslamy linie przechodzaca w chwili ¢; przez wybrany punkt. Zmienng niezalezng jest
dtugosé tuku s. Mozna tez wprowadzi¢ nowa zmienng s, taka, ze dfg"‘ = vg(t, x1, T2, T3).
Wida¢, ze ds = vds i modut predkosci v upraszcza sie. Zauwazamy, ze w opisie linii - na-
zwiemy je liniami pola predkosci albo liniami pradu - czas wystepuje jako staly parametr.
Dla innej jego wartosci, czyli w innej chwili, linie pradu przyjmuja inny ksztatt, albowiem
inne jest zalezne od czasu pole predkosci. Gdy pole predkosci nie zmienia sie w czasie linie
pradu sa oczywiscie niezmienne. Tory i linie pradu sa w tym przypadku nierozréznialne.
Dla pola predkosci zmieniajacego sie z uptywem czasu, czyli dla ruchu nieustalonego, sy-
tuacja jest bardziej ztozona. Tor jest tworzony przez przyrosty w przedziale czasowym. W
kazdej chwili istnieja rézne zbiory linii pradu. W dowolnej chwili linia styczna do toru na
jego koncu ma kierunek wektora predkosci, czyli taki sam, jak linia pradu w tym miejscu.
Nieco p6zniej, po wydluzeniu toru, zachodzi ta sama relacja, ale w nowym miejscu. Tor
”Slizga sie”po istniejacych w kazdej chwili i zmieniajacych sie z czasem liniach pradu (
Scislej: méwimy, ze jest tych linii obwiednia).

linia pradu w chwili t

tor

/ linia pradu w chwili t

Rysunek 2.4. Tor i linia pradu w chwili t

2.4 Pochodna substancjalna

Niech pewna wielko$¢ fizykalna opisujaca poruszajacy sie osrodek ciagly- na przyktad
temperatura - bedzie okreslona funkcja zalezna od czasu i poltozenia

f= [t z1,29,23) (2.13)
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Wyrazenie (2.13) przedstawia warto$¢ funkeji f przypisana punktowi osrodka znajduja-
cemu sie w chwili t w miejscu okreslonym wspoétrzednymi 1, x5, r3. Rozwazana wielkosé
zimienia sie podczas ruchu. Znajdziemy przyrost Af funkcji f w czasie At:

Af = f(t+ Atz + Az, 29 + Axo, 23 + Axg) — f(t, 21, 29, 23)
Elementarne zmiany Az; okresla zwigzek (2.8) zapisany dla ”delt”
AZL’Z' = ’I}ZAt

Rozwijamy pierwszy sktadnik prawej strony wzgledem wszystkich przyrostéw argumentow
i odejmujemy drugi czton.! W wyniku otrzymujemy:

_(9f of of of
Af_<m+1al+w&&+WmJAt

Zatem pochodna wzgledem czasu funkcji f wyraza sie nastepujaco

af  of of of of
d ot T, T %0, T Vo,

(2.14)

To ztozone WyraZenie nazywamy pochodna substancjalna (lub materialna) funkeji f. Pierw-
szy skladnik, 2 8t’ nazywamy pochodng lokalng. Okresla on zmiane funkcji f wynikajaca
z uptywu czasu. Suma pozostalych sktadnikéw - nazywana pochodna konwekeyjna - opi-
suje zmiane funkcji f wynikajaca z ruchu osrodka cigglego. Zauwazmy, ze gdy f nie zalezy
bezposrednio od czasu, a osrodek ciagly porusza sie, to % nie znika.

Zastosujmy nasze rozwazania do okreslenia przySpieszenia. Otrzymamy

dv;  Ov; ov; ov; ov;

Q= —— = (7, T +v + v .
dt ot 181 282 ? Oy

(2.15)

Wyrazenie po prawej stronie jest dtugie i nieprzejrzyste. Mozna - dla skrocenia zapisu -
uzy¢ znaku sumy, bo sumujemy trzy identyczne sktadniki, w ktérych zmienia sie numer
wspotrzednej, wzgledem ktérej rozniczkujemy. Otrzymamy

dv;  Ov; 3 dv;
dt ~ ot +k§ ™ Dy

a; =

Jesli zastosowaé konwencje sumacyjna, czyli opusci¢ znak sumy, to powyzszy wzér przyj-
mie postac:

0 0
a; = (=— +vpe=—)v; 2.16
’ ((‘% kc‘?xk) ’ ( )
Oznacza to, ze rozniczkujac funkcje v; operatorem pochodnej substancjalnej o postaci
d 0 0
— +v 2.17
dt (c’)t k&rk) (2.17)
1
f(t+At,.’L’1 +’U1At,ﬂl’2+U2At,l’3 +’U3At = f(t,l’l,ﬂl'z,.’lfg) aafAt+ gf 1At+§f 2At+ aaf ’U3At+ ......
x3
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otrzymujemy sktadowa przyspieszenia a,. Kompletny wektor przyspieszenie @ okresla sie
przez rozniczkowanie wektora predkosci:

io by (aat + ukik)a: (‘Z: 420 (2.18)
Przejscie do sktadowych na podstawie réwnania wektorowego w ktérym pole wektorowe
jest rézniczkowane wzgledem wspotrzednych jest tatwe tylko w uktadzie kartezjanskim.
W takim uktadzie wersory sa stale, a wiec niezalezne od miejsca i czasu. Wobec tego roz-
niczkowanie wektora sprowadza sie do rézniczkowania jego sktadowych. Dla dowolnego
uktadu wspoétrzednych kierunki wersoréw zaleza od miejsca i trzeba réwniez dokonaé ich
rozniczkowania, co wprowadza znaczaca komplikacje rownan.
Dla stalych wersoréw €7, €, , €3 mozemy zapisa¢ pochodne czastkowe wektora ¥ w naste-
pujacy sposob:

v=2e + é: + €
&m 18!Ek 26:13k 38:L‘k
817_58211 €8v2+58v3
at ot ot ot

Zdefiniujmy teraz operator rozniczkowania zwany nabla. Oznacza sie go symbolem V.
Przedstawia on nastepujaca operacje rézniczkows

0 0 0
V =¢ + 2 + 2 219
“ 8(161 ©2 81'2 “ 81’3 ( )
Zapiszmy pochodng substancjalng uzywajac tego operatora:
d 0
dt ot

lloczyn skalarny wektora ¢’ i vektora V to po prostu

+(7-V) (2.20)

(’U'V):Ul'V1+’U2'V2+U3'V3

gdzie V; oznacza k-ta sktadowa nabli réwna %. Mozna zauwazy¢, ze iloczyny nabli i
dowolnego pola wektorowego nie maja wlasnosci zwyktych iloczynéw. Mianowicie, iloczyn
skalarny wektoréow nie zalezy od kolejnosci czynnikéw. Tloczyn zawierajacy nable nie ma
tej whasnosci (nie jest przemienny). Latwo to sprawdzié biorac

81}1 8112 81)3

(VU) - 81’1 + 81’2 + 81’3

co oczywiscie nie jest tym samym czym jest iloczyn ¢ - V zapisany powyzej. Czasem
zamiast operatora nabli uzywa sie symbolu grad (skrét od symbolu ”gradient” ). Operator
gradientu jest tozsamy z operatorem nabli:
0 0 0
rad = € + é + é: =V 2.21
g ! 81’1 2 alL’Q ? 8x3 ( )
Oprocz uzytego wezesniej iloczynu skalarnego mozna okresli¢ iloczyn wektorowy, w ktérym
czynnikiem jest nabla. Iloczyn taki wyglada nastepujaco

V x 0¥ =grad x v
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i jest wektorem. Nosi on nazwe rotacji wektora - rot v. Jego sktadowe najwygodniej obli-
cza¢ metoda wyznacznikowa:

rotv = | 2 2 O (2.22)

U1 Vg U3

Wida¢ znowu réznice pomiedzy zwyktym iloczynem wektorowym a iloczynem zawieraja-
cym nable: zmiana kolejnosci w zwyktym iloczynie wektorowym prowadzi tylko do zmiany
znaku. Iloczyn z nabla po zmianie kolejnoéci to zupelnie inny twor: ¢ X V jest operatorem
rozniczkowym, to znaczy nakazem wykonania rézniczkowan i pomnozenia pochodnych
tak, jak wynika to z definicji iloczynu wektorowego. ”Putapek”tego rodzaju jest wiele i
wszelkie zapisy zawierajace nable trzeba traktowaé¢ uwaznie. Jak sie okaze, korzysci wy-
nikajace z jej uzycia sa na tyle znaczace, ze warto sie tym zapisem postugiwac.

2.5 Pochodna wielkosci ekstensywnej

W fizyce wystepuja dwa rodzaje wielkosci. Przyktadami wielkosci pierwszego rodzaju
s3: ci$nienie, temperatura, predko$¢, natezenie pola elektrycznego lub magnetycznego.
Do drugiego rodzaju mozna zaliczy¢ mase, tadunek elektryczny, moment magnetyczny,
energie wewnetrzna, ped itp. WielkoSci wymienione w pierwszej grupie sa okreslone w
kazdym miejscu rozwazanego ciata. Wielkosci drugiej grupy definiujemy dla ciata. Sa one
obdarzone nastepujaca, istotna cecha: ich warto$¢ obliczana dla sumy cial jest rowna
sumie ich wartosci obliczonych dla poszczegolnych cial. Wielkosci o takiej wlasciwosci
nazywamy ekstensywnymi. Zapiszmy Scisle ich istotna - definicyjna - ceche. Niech ciala
wypelniajg roztaczne obszary €2y, €2, Q3 itd. F' oznacza wielko$¢ ekstensywna. Mozemy
napisac:

F(QUQUQU.) = F() + F(Q) + F(23) + ...

Mnemotechniczna reguta charakteryzujaca wielko$¢ ekstensywna wynika ze zdania: ”masa
sumy cial jest réwna sumie mas cial”. Wypowiedziang i zapisana wlasciwo$¢ ma catka:
catka obliczona dla sumy rozlacznych obszaréw jest rowna sumie catek dla poszczegdl-
nych obszaréw. Znane jest twierdzenie (Radona-Nikodyma)[?] pozwalajace okresli¢ kazda,
wielko$¢ ekstensywna jako calke brang po obszarze wypelnionym przez ciato:

F:/ﬂfdQ (2.23)

Funkcja podcatkowa to 7 gestos¢” wielkosci F' albo inaczej ” wielkos¢ wlasciwa F”. Na przy-
ktad: energia wewnetrzna wtasciwa lub masa wlasciwa. Mase wtasciwa nazywamy ” gesto-
scig”w skrocie od gestosci masy. Oczywiste jest, ze dF' = f df).

Obliczymy pochodng wielkosci F' okreslonej dla poruszajacego sie ciata sktadajacego
sie ze zbioru punktéw materialnych wypetniajacych w chwili poczatkowej obszar €2y. Dla
dowolnej chwili ¢ > 0 ten zbiér wypelnia inny obszar (¢).

Zapiszmy definicje F:

F=F()= /Q(t) F(t,7)d0
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Rézniczkowanie F(t) jest zlozone, bo - jak widaé - czas t wystepuje zaréwno pod zna-
kiem calki jak i w granicach catkowania. Mozna uprosci¢ rachunek eliminujac czas z
okreslenia granic. Pamietamy, ze €(t) jest przeksztalceniem obszaru poczatkowego 2.
Przeksztalcenie to okrelaja tory punktéw materialnych. Napiszmy réwnanie toru (2.2)
dla przeksztalcenia z;, — xy, i,k =1,2,3, czyli

x; = x;(t, T 10, Tag, T30)

Wykonamy ( w mysli) to przeksztalcenie i zamiast catkowaé wzgledem z; bedziemy cal-
kowali wzgledem x;9. Przy zamianie zmiennych nalezy pamietaé¢ o przeksztalceniu miary
elementarnej objetosci d {2

dQ) = JdSy.

J oznacza wyznacznik utworzony z pochodnych

axa(ta L10, X20, $30)
axﬁo

J = det{

czyli jakobian.? Mamy wiec
dFF d
_—= J - f(t, 7t 7))d 2

Czas w powyzszym wzorze wystepuje tylko pod znakiem catki. Rézniczkowanie wzgledem
czasu i calkowanie przestrzenne sg wiec operacjami przemiennymi i mozna napisaé

dF . df - [10J, df
— = = A= | |S=f+ | Jd0
dt /(zolatf+Jdt]d ° /QO [J&t +dt]‘]d °

Ostatnie wyrazenie zawiera .J d{2y = df), co pozwala na powrdt do wspotrzednych xq, xo, x3.

Otrzymamy wiec
dF 10J d
=/ [ + f] do.
Q

dt Jot' " dt
Pokazemy dalej, ze %%‘t] = g—gll + 3% + gﬁ = (V - ¥) i wobec tego wynik wykonanych

przeksztalcen mozna przedstawié¢ nastepujaco

iF L df
dt_/ﬂ(ﬂ [f-(V~v)+dt] a9 (2.24)

Wzér ten okresla pochodna wielkoSci ekstensywnej. Bedzie wielokrotnie uzywany przy
wyprowadzaniu réwnan rézniczkowych z podstawowych praw fizyki.

Pozostaje obliczy¢ pochodng jakobianu. Rachunek wykonamy okreslajac warto$¢ jako-
bianu po przyroscie czasu, to znaczy J(t + At,...). Ot6z, aby otrzymaé obraz Qp w
chwili ¢t + At trzeba "przej$¢” przez obraz €1y w chwili t. Innymi stowy: przeksztatce-
nie o — Q(t + At) jest zlozeniem dwéch przeksztalcen Qp — Q(t) — Q(t + At).
Zachodzi tez superpozycja (zlozenie)przeksztalcen elementarnej objetosci:

dQ(t + At) = J(t + At,...)dQ2 = J(At,..)dQ(t) = J(At,..) - J(t,..)dQ

2Jesli x = f(zg) to dx = % -dxg. Dla wielu zmiennych zamiast pochodnej pojawia sie jakobian, a role
dz i dxg odgrywaja d) i dQy. Omdwienie zamiany df) na J df)y mozna znalez¢ w podrecznikach analizy
matematycznej
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Stad wynika, ze J(t+At,...) = J(t,...)- J(At,...). Obliczamy pochodna uzywajac definicji
i wylaczajac J(t) przed symbol granicy :

oJ . J{t+At) = J(t) . J(At) -1

F A T VU - e v

W czasie At zachodzi mata zmiana z-6w. Zmiane te, to znaczy przeksztalcenie x;(t) —
x;(t + At) zapisujemy tak:

xi(t + Aty ...) = xi(t) + vilt, ... ) At

Jakobian J(At) to wyznacznik utworzony z pochodnych 0x;(t + At,...)/0xzk(t, ...). Jego
jawna postac jest nastepujaca:

o 9 9
1+ 88AL SuAy QLA
J(At) =det]  ZEAL 14 52AL 2AL (2.25)
ov v v
TﬁAt TgAt 1+ aTi,At

Po rozpisaniu wyznacznika (2.25) (rozwijamy go wzgledem poteg At rzedu 0,1,2 i 3)
otrzymamy:

J(At) — det{a$a(t+ﬁt,)} -1 +At (31)1 81}2 81)3

AB?(...
0zs(t,...) 0z, + 0z * 8353) (A7) +

Odejmujemy jedynke, dzielimy przez At i dla At — 0 wyrazy wyzszego rzedu pomijamy.
Poniewaz J(t) uprosci sie, to ostatecznie
10J Ovy  Ovy O
— ==t
J Ot 8:1:1 81'2 81'3

— (V- 5).

2.6 Zasada zachowania masy

Zasada zachowania masy jest fundamentalnym prawem fizyki. 3 Wyrazimy ja nastepujaco:
masa tego samego zbioru punktéw materialnych jest stata.
Masa jest wielkoscig ekstensywng. Mozna wiec napisac¢

= t,7) dS. 2.26
m= [, P67 (2.26)

Wielko$¢ p nazywana jest, jak juz wiemy, gestoécia masy (lub w skrécie - gestoScia )
albo masa wlasciwa. Jedli Q(t) jest obrazem obszaru g, to zawiera niezmienny zbidr
punktéw materialnych wypetniajacych ten obszar w chwili poczatkowej. Masa m jest wiec
niezmienna - a jej pochodna wzgledem czasu - zerowa. Rézniczkujemy (2.26) uzywajac
reguly rézniczkowania wielkosci ekstensywnych (2.23) i otrzymujemy

/Q(t) lfg + (V- 17)] dQ = 0. (2.27)

3w fizyce relatywistycznej uwzglednia sie energie i mase. Nie rozwazamy takich sytuacji.
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Réwnanie (2.27) zachodzi dla kazdego €2(t), bo kazdy obszar wypeiony przez zbiér punk-
tow materialnych jest przeksztatceniem pewnego obszaru €2 i zawsze mozna zastosowac
podane rozumowanie dotyczace rézniczkowania wielkosci ekstensywnej. Stwierdzamy, ze
calka z wyrazenia zawartego w nawiasie kwadratowym [...] obliczana dla kazdego obszaru
znika. Dowiedziemy, ze jest tak wtedy i tylko wtedy gdy [...] = 0. Jasne, ze calka znika
gdy [...] = 0. Ale nie wiemy czy zachodzi implikacja odwrotna, to znaczy - czy ze znikania
catki dla kazdego 2 wynika zerowo$¢ wyrazenia w nawiasie [...]. Przypu$émy, ze wartosé
w nawiasie nie jest zerem. Zatem w czeSci obszaru Q - nazwijmy te cze$é QF - funkcja
podcatkowa jest dodatnia. Catka z funkeji dodatniej nie jest zerem (chyba, ze Q1 ma
zerowg miare. Wtedy wystarczy rozwazy¢ obszar €27, dla ktérego wyrazenie w nawiasie
[...] jest ujemne ). Otrzymalisémy sprzeczno$¢, bo catka znika dla kazdego obszaru, a wiec
i dla Q. Dowiedliémy, ze skoro (2.27) zachodzi dla kazdego 2, to ma to miejsce wtedy i
tylko wtedy, gdy funkcja podcatkowa znika. Mozna zatem napisa¢

p +p(V-7) =0. (2.28)
To rézniczkowa forma prawa zachowania masy. Wiaze ona dwa pola: wektorowe pole
predkosci i skalarne masy wtasciwej.( Pole to w fizyce funkcja czasu i polozenia. Sa pola
skalarne, wektorowe, tensorowe itd. ). Powiazanie dwu pdl oznacza, ze nie mozna zmie-
ni¢ jednego z nich nie zmieniajac drugiego. Napiszmy teraz rozwinieta forme pochodnej
substancjalnej masy wtasciwej i podstawmy ja do (2.28):

dp

ot
Nabla oznacza oczywiscie rézniczkowanie. Pochodna iloczynu wielkosci skalarnej p i pola
wektorowego U, czyli wektora pt to pochodna pierwszego czynnika razy drugi (= v-Vp =
(7 V)p) plus pierwszy czynnik razy pochodna drugiego, czyli +p(V - 7). Mamy zatem

(T V)p+p(V-7) =0

dp
= 0. 2.2
Y +V-(pt) =0 (2.29)
Rozwiniecie skréconego zapisu (2.30) daje
dp 0 9, 9,
— + — 2.
o T on 1(pv1) o Q(PW) o 3(07}3) 0 (2.30)

bo nabla V jest mnozona skalarnie przez wektor pv. Wyrazenie bedace iloczynem skalar-
nym nabli i dowolnego pola wektorowego - na przyktad pola oznaczonego symbolem G -
ma taka postac:

= 9] ) 9] 0

Nazywamy je diwergencja pola Gi zapisujemy w skrécie nastepujaco:
. L
diwG =V -G=—G,;
&ri

Jesli rozwazamy substancje o niezmiennej masie wtasciwej (lub gdy jej zmiany sa pomi-
jalnie male), to réwnania upraszczaja sie. Wobec zalozenia p = const otrzymamy

V0 =0albo diwv =0 albo
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aUZ' 81)1 81)2 81)3
= + + =

alL’Z' 8x1 8x2 8x3
Réwnania rézniczkowe wyrazajace zasade zachowania masy nazywamy réwnaniami cig-
glosci. Napiszemy jeszcze rownanie ciggtosci w zmiennych Lagrange’a. Zachodzg rownosci:

m:/ de:/ deQU:/ P0d€
Q) Q0 Q0

Dla kazdego €2y jest spetnione réwnanie

0

[pJ — po] d€2% =0
Stwierdzamy wiec, ze
pJ = po (2.31)
Jakobian - utworzony z pochodnych

axa(t7 X1, Lo, .173)

allf/go

zalezy od czasu i xpo. Nalezy wiec wyrazi¢ p przez te same zmienne, czyli napisac:
p(t, 210, T20, T30). Réwnanie (2.31) bedzie wtedy wyrazone w zmiennych Lagrange’a.
Jesli p = const, to otrzymamy

J=1 (2.32)

co oznacza, ze d{) = d{)y. Substancja o stalej masie wtasciwej zachowuje objetosé. Tym
samym stwierdzamy, ze warunek znikania diwergencji predkosci niezaleznie od wtlasnosci
gestosci masy ( masy wlasciwej) prowadzi do zachowania objetosci osrodka ciagtego.

2.7 Druga zasada dynamiki

Druga zasade dynamiki mozemy wyrazi¢ nastepujaco: pochodna pedu ukitadu material-
nego wzgledem czasu jest rowna sumie sil zewnetrznych dziatajacych na uktad. Stosujac te
zasade nalezy zdefiniowaé uktad materialny, okresli¢ jego ped i dziatajace sily zewnetrzne.
Wybierzmy dowolny obszar wypelniony punktami materialnymi tworzacymi osrodek cig-
gly. Oznaczmy ten obszar 2(1). Ped jest wielkoScia ekstensywna. Moze by¢ wyrazony catka,
z gestosci pedu i zapisany jak ponizej

13:/ 7 dO) 2.33
o " (2.33)

Rzeczywiscie - iloczyn pdf) okresla elementarng mase dm zawarta w malym obszarze dS2,
a iloczyn tej masy i predkosci jest elementarnym pedem: dP = #dm = pv dS). Pozostaje
okredli¢ sily dzialajace na osrodek ciagly zawarty w obszarze Q(t) i wykonaé¢ rézniczko-
wanie.

Brzeg obszaru - nazwijmy go A - styka sie z otoczeniem. Zatem na zawarto$¢ ob-
szaru §(t) dziata sila "kontaktowa”przenoszona przez powierzchnie. Sila jest wielkoscia,
ekstensywna. Wobec tego piszemy

Fy= fAfdA (2.34)
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Rysunek 2.5. Sity dziatajace na osrodek ciagty

Wielkosé f jest powierzchniowa gestoscig sity. Przy jej uzyciu okreslamy elementarng sile
dF, dzialajaca na maty platek powierzchni:

dF, = fdA (2.35)

Wymiarem [ f)] gestodci sity f jest N /m? czyli paskal (Pa). Dlatego f nazywamy jednost-
kowa silg powierzchniowa - (w mianowniku wymiaru tej wielkoci jest m?).

Oprocz sity Fi na rozwazany uktad moze dziata¢ sila zupelnie innego rodzaju. Jest to
tak zwana sita objetosciowa. Przyktadem takiej sity jest przyciaganie grawitacyjne. Sita
ta jest zwiazana z masa i pewnym polem sitlowym (w podanym przyktadzie jest to pole sit
grawitacyjnych) i dziala na wnetrze obszaru wypelnionego ciatem. Znéw wykorzystujemy
fakt, ze sita jest wielkoscia ekstensywng i otrzymujemy

Fo= / Fpd§ (2.36)
Q
Jak poprzednio, elementarna masa jest pdf2, a F jest natezeniem pola sitowego - czyli
sila dzialajaca na jednostke masy (1 kg):
dFq = FpdQ = Fdm (2.37)

Pole wektorowe F nazywamy polem jednostkowych sit masowych, albo - krécej - jednost-
kowa sita masowa. Wymiar tego pola jest taki, jak wymiar przy$pieszenia. Wracajac do
okreslenia pedu i wykonujac rézniczkowanie mozemy napisa¢ réownanie wyrazajace tresc
drugiej zasady dynamiki

dﬁ_/ d(p?)
dt — Jo| dt

+p17(V-17)] dQ:/QpﬁdQ+fAfdA

Wyrazenie w nawiasie kwadratowym mozna uprosci¢. Obliczamy pochodng czasowa ilo-
czynu pv i przepisujemy wyrazenie podcatkowe:
v _dp dv

pa%—vaerv(V-v):pE

| dp ,
+vldt—l—p(v v)]
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Poniewaz %+p(v-ﬁ) jest zerem (na mocy prawa zachowania masy (2.28)), to otrzymujemy
zapis drugiej zasady dynamiki w formie nastepujacej

di = )
/Qp<(;;—F> dQ:fAfdA (2.38)

Gdyby catka powierzchniowa bedaca prawa strong tego réwnania zostata zamieniona na
calke objetosciowa okre$lona dla obszaru 2(¢), to cale powyzsze wyrazenie mozna by
sprowadzi¢ do réwnania o nastepujacej formie:

Réwnanie to obowiazywato by dla kazdego obszaru. Zatem na mocy znanego lematu otrzy-
maliby$my réwnanie bez niewygodnych calek. Aby ten cel zrealizowa¢ wyznaczymy silte
powierzchniowa f Okaze sie, ze sile ta mozna bedzie okresli¢ za pomoca normalnej do po-
wierzchni i pewnego tworu zwanego tensorem naprezenia. Uzywajac twierdzenia GGO (w
calce powierzchniowej normalna pojawi sie jako czynnik) przeksztalcimy nasze wyrazenie
do calki objetosciowej i otrzymamy réwnanie w formie rézniczkowej. Aby otrzymac odpo-
wiednie wyrazenie okreslajace jednostkows site powierzchniows rozpatrzymy umieszczony
w oérodku ciggltym elementarny czworo$cian o powierzchniach bocznych dA;, dAy, dAs
i dA. Powierzchnie numerowane leza na plaszczyznach utworzonych przez uktad wspol-
rzednych prostokatnych. Powierzchnia dA jest powierzchnig zamykajaca, a kazda d Ay jest
prostopadta do osi o numerze k.

rysunek czworoscianu

Zmiana czworos$cianu nie powoduje innego ustawienia dA;, dA; i dAz, bo powierzchnie te
zawsze lezg na plaszczyznach zwigzanych z uktadem wspétrzednych. Zmieniajac czworo-
Scian (jego krawedzie mozna skréci¢ albo wydtuzy¢) zmieniamy pola bokéw i orientacje
powierzchni zamykajacej dA. Oczywiscie zmienia si¢ normalna do tej powierzchni. Rzuty
normalnej na osie to cosinusy kierunkowe:

—

ny = cos(it, 01), ng = cos(ii, 0y), nzcos(i,0s)
Powierzchnie dA; wyrazamy rzutujac dA na odpowiednia ptaszczyzne:
dAy = dA - cos(fl, 0p) = dA - ny,

Na kazda z powierzchni bocznych dziata sita powierzchniowa. Jest ona proporcjonalna do
powierzchni i jednostkowej sity powierzchniowej na danej powierzchni. Inne sity dzialajace
na czworoscian (réwniez w ruchu) sa proporcjonalne do zawarte] wewnatrz masy. Ale
masa jest proporcjonalna do objetosci. Objetosé jest mata trzeciego rzedu. A powierzchnie
boczne sa maltymi rzedu drugiego. Mate rzedu trzeciego mozna zaniedbac¢. Uwzgledniajac
tg wlasciwos$¢ dostaniemy

FAdA + fidA, + fodAs + fadAs =0

Dzielimy przez dA i zapisujemy wynik

f?+J?1”1+f?2n2+J?3n3:0
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Widaé, iz jednostkowa sita powierzchniowa zalezy od 7 (przy zmianie orientacji ptatka
dA zmienia sie 71 a orientacje platkéw dAy lezacych na ptaszczyznach uktadu wspétrzed-
nych nie zmieniaja orientacji ). Mozna wiec napisaé: f= f(ﬁ) Zauwazmy, ze sila ta ma
nastepujaca wlagciwoéé: f| (i) = — ﬁ(—ﬁ). Rzeczywiscie, biorac maly element powierzchni
stwierdzimy, ze oddzialywanie czesci osrodka lezacych po obu stronach tej powierzchni
7n0sza sie, a wiec przy zmianie zwrotu normalnej ulega zmianie znak jednostkowej sily
powierzchniowej. Wykorzystujemy opisana wtasciwosé¢ do zmiany znaku f na platkach
dA, dA_l, aLAQ, dAs. Widaé, ze zwrot 71 i zwroty normalnych do dAy sa przeciwne, zatem

znaki f i f; sg réwniez przeciwne. Przechodzac do sktadowych mozna napisaé

fe = fisma + fanz + faens (2.39)

W prawej stronie ostatniego réwnania wystepuje dziewie¢ wielkosci fir i,k = 1,2,3.
Oznaczmy je symbolem T, ( aby wyraznie odréznié od sktadowych sity powierzchnio-
wej) 1 zapiszmy otrzymany zwiazek tak:

Je = nil (2.40)

To samo réwnanie w zapisie wektorowym ma forme nastepujaca:

f=i-T (2.41)
Wyobrazmy sobie, ze sprowadzamy czworoscian do punktu (zmniejszamy ”do zera”jego
krawedzie). Mozemy zatem stwierdzi¢, ze Ty, sa okre$lone w kazdym miejscu. Wielkosci Ty,
tworzg macierz tensora naprezenia T. Naprezenie to cecha stanu osrodka ciggtego. Znajac
je mozemy okresli¢ site dziatajaca na powierzchnie. Moze to by¢ powierzchnia ogranicza-
jaca pewien fragment ciata albo tez dowolna powierzchnia wewnatrz tego ciata. Innymi
stowy: tensor naprezenia okresla sity wewnetrzne w osrodku ciagtym i wynikajace z sit
wewnetrznych sity wystepujace na powierzchni ograniczajacej rozwazane ciato. Okresla-
jac tensor mozemy uzy¢ wersorow €; zwigzanych z osiami wspotrzednych kartezjanskich.
Dostaniemy wtedy wyrazenie

T:Ekagk i7k:17273
Jesli pomnozymy skalarnie T przez wektor 77 = n,€y,, to otrzymamy
i+ T = na€q - Tir€i€x = noTi(€o - €;)¢

Wersory uktadu kartezjanskiego maja nastepujaca wtasciwosé:

1 a=1
(%'@')Z :6ai
0 a#1

co oznacza, ze wynikiem mnozenia skalarnego takich wersoréw sg elementy macierzy jed-
nostkowej. Ponadto

Na0ailin€r = (na(sm‘)Tz‘k@ = niTip€ = fkgk = f, 1

4Mozna tez napisaé tak: 8aiTin = da1 Tk + 0aoTor + asTsk. Z trzech ”delt”tylko ta jest jedy_)nkat, dla
ktérej drugi indeks jest réwny pierwszemu, czyli réwny « i nastepnie ...=n,Tor€r = frér = f A wiec
0aiTlit = Tar- Albo, jak wyzej, naba; = n161; + nade; + nsds; = n;
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bo
niTin = fr
Wréémy teraz do rozwazan dotyczacych mechaniki. Podstawmy okreslenie sity po-

wierzchniowej (2.41) do calki powierzchniowej wystepujacej w réwnaniu (2.39). Otrzy-
mamy

ffdA:f ﬁ-']I‘dA:/ V- TdQ (2.42)
A A Q)

Przy przeksztalceniu caltki powierzchniowej w objetosciowa skorzystaliémy z twierdzenia
Greena - Gaussa - Ostrogradskiego, ktére mozna zapisa¢ nastepujaco:

%na -gpdA:/ 0 @ dS2
A Q 0%,

Funkcja ¢ jest rézniczkowalna w €2 i catkowalna na brzegu A (brzeg ten jest co najmniej
"kawatkami gtadki”), a normalna 7 jest skierowana na zewnatrz. Teraz stosujac lemat
wyprowadzony przy omawianiu zasady zachowania masy napiszemy

a5 -
pd—::pF—FV . T (2.43)

Otrzymali$émy réwnanie ruchu nazywane réwnaniem Cauchy’ego. Definiuje ono pole przy-
Spieszenia, w ktérym znajduje sie ruchomy osrodek ciagly. Pole to wynika z sit - masowych,
okreslonych przez wektor Fi powierzchniowych - wyrazonych przez pochodne tensora na-
prezenia, a dokladniej przez V - T. Jest to réwnanie ruchu dla dowolnego os$rodka cigglego.
Zastanéwmy sie nad zroznicowaniem réwnan opisujacych ruchy rozmaitych substancji
uwazanych za o$rodek ciagly. Przy$pieszenie, sily zewnetrzne oraz gesto§¢ pojawiaja sie
przy opisie kazdego ciata. Réznice moga wiec wynika¢ z rozmaitego okreslenia tensora
naprezenia. Przypominamy, ze za pomoca T okresla sie jednostkowa site powierzchniowsa
dzialajaca na dowolng powierzchnie w obrebie osrodka. Jest to sita wewnetrzna. Oczy-
wiste doswiadczenie z dowolnym (dostatecznie nietrwalym) cialem stalym wskazuje, ze
przylozenie odpowiednich sit zewnetrznych powoduje jego zniszczenie. Pojawiajg sie sily
wewnetrzne o intensywnosci wystarczajacej do zniszczenia ciata. Wezesniej zmienia sie
jego ksztalt. To typowe zachowanie obciazonego sitami ciata stalego. Gazy i ciecze moga
by¢ uwazane za osrodek ciagly. Gaz moze dowolnie zmienia¢ ksztalt i objetos¢, a ciecz
zmienia ksztalt przy zachowaniu niemal Scisle objetosci i podobnie jak gaz nie podlega
“zniszczeniu”. Rozdzielenie cieczy na czesci nie jest istotne, albowiem z tatwoscia mozna
doprowadzi¢ do ich polaczenia. Rozdzielenie oznacza przejscie w stan gazowy, a ponowne
potaczenie kondensacje powstalej uprzednio pary rozdzielonej cieczy. Na podstawie do-
swiadczenia mozemy wnioskowaé, ze sily wewnetrzne powstaja przy zmianie ksztattu i
zmianie objetosci. Sity te, a wiec i T, zaleza od odksztalcenia i predkosci z jaka odksztal-
cenie zachodzi. Z pewno$cia moga tez istnie¢ inne przyczyny wystepowania naprezenia.
A cala rozmaitosé¢ opisow wtasciwosci substancji ze Swiata fizycznego jest ukryta w okre-
sleniu tensora naprezenia.

2.8 Rownanie energii

Réwnanie energii jest rezultatem zastosowania pierwszej zasady termodynamiki do poru-
szajacego sie osrodka ciagtego. Zasada ta moze by¢ wypowiedziana tak: pochodna czasowa
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energii zawartej w uktadzie jest réwna mocy dostarczonej do uktadu. Energia i moc sg
wielko$ciami ekstensywnymi. Energie okreslamy nastepujaco

E= /de—/< +u>dm /( +u>de (2.44)

Wyrazenie p (% + u) przedstawia gesto$¢ energii. Jest to suma zawartej w jednostce ob-
jetosci energii kinetycznej i energii wewnetrznej. Symbol u oznacza energie wewnetrzna
wlasciwa. Jest to funkcja stanu termodynamicznego substancji tworzacej uktad.
Okreslmy sposoby dostarczania mocy do uktadu. Mozna ja dostarczy¢ wprost do wnetrza
obszaru lub poprzez kontaktujaca sie z otoczeniem powierzchnie. Pierwszy sposéb wynika
z ruchu w zewnetrznym polu sit oraz absorbowania przez osrodek energii promieniowania.
Trzeba tez uwzgledni¢ wydzielane lub pochtaniane ciepto. Zapiszemy to nastepujaco

No :/Q[pﬁ-l_f—i— Q] a0 (2.45)

loczyn pﬁ - U przedstawia gestos¢ mocy, bedacej rezultatem ruchu, a @) to zrealizowana
wewnatrz gestos¢ mocy wynikajaca z pochlaniania promieniowania, ciepta wydzielonego
przy przeplywie pradu elektrycznego i, jesli zajdzie taka potrzeba, ciepta dostarczonego
w wyniku zachodzacych reakcji chemicznych (lub jadrowych).

Moc dostarczona przez powierzchnie wynika z ruchu osrodka przy istnieniu sity powierzch-
niowej oraz mocy dostarczonej przez przewodzenie ciepta. Moc zwiazang z ruchem i sitg
powierzchniowa obliczamy nastepujaco:

le/Af-ﬁdA:/Aﬁ-T-gdA (2.46)

Przewodzenie ciepla okresla wektor - strumien ciepla.® Oznaczymy go symbolem §. Wektor
ten definiuje moc przekazywang przez jednostkowa powierzchnie w kierunku wersora [:

=17 (2.47)

Jesli okreslamy moc dostarczona do obszaru, to przy normalnej 77 skierowanej na zewnatrz
piszemy:
N, = / 7 GdA (2.48)
A

Moc dostarczona przez powierzchnie jest oczywiscie suma Ny i No. Zapiszmy to laczac
obydwa wyrazenia:

N= / [T-7— ] dA (2.49)

Mozemy sformutowaé poszukiwane rownanie energii. Zrézniczkujmy zatem energie, zasto-
sujmy twierdzenie GGO do calek powierzchniowych i zamienmy je na calki objeto$ciowe
i przyrownajmy do obliczonej pochodnej. Poniewaz obszar {2 zostal przyjety w sposob
dowolny, to po “zgubieniu caltek” piszemy:

d

2
pdt<v +u>:pF-ﬁ+diw(T~U—J)+Q (2.50)

>Wiadomo z doéwiadczenia, ze przewodzenie ciepla zachodzi w kierunku spadku temperatury. Kie-
runek tego spadku wskazuje wektor przeciwny do gradientu temperatury. Przewodzenie ciepta jest wiec
okreslone za pomoca wielkoSci, ktéra ma okreslony kierunek, zwrot i oczywiScie wartosc.
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Wyrazenie T - ¢ jest zwyklym wektorem:
T -0 = €Tk - Va€a = €iT1ikValka = €iTz‘k(5kaUa) = & Ty

Sktadowa tego wektora to wyrazenie stojace przy wersorze €;, czyli suma T;v,. Mozemy
teraz napisa¢ réwnanie energii (a raczej jego prawa strone) w postaci rozwinietej.

2
pi <v2 + U> = plyvg + ;L(TMW —¢)+Q (2.51)
Réwnanie energii jest zapisem pierwszej zasady termodynamiki. Wigze zmiane energii z
moca, ktéra jest dostarczana skutkiem ruchu w obecnosci sit (powierzchniowych - opisywa-
nych przez istniejace wewnatrz obszaru naprezenie i pola sitowego, w ktérym ewentualnie
porusza sie rozwazany osrodek ) jak réwniez z moca wynikajaca z proceséw cieplnych. Pro-
cesy te opisuja dwa cztony: wektor strumien ciepta ¢i wyraz ) nazywany zrédtowym. Dla
substancji izotropowej wektor strumien jest proporcjonalny do gradientu temperatury:

qd=—MAgradf (2.52)

gdzie 6 oznacza temperature, a A przewodno$¢ cieplna. Wektor grad 6 jest skierowany w
kierunku maksymalnego wzrostu funkcji . Znak minus w powyzszym réwnaniu implikuje
dodatnio$¢ przewodniosci, gdyz przekazywanie mocy przez przewodzenie ciepta odbywa
sie w kierunku spadku temperatury.

Wyrazenie () nie musi mie¢ - w kazdym przypadku - bezposredniej interpretacji termo-
dynamicznej. Wystarczy pamietac, iz moze by¢ rezultatem wchlaniania promieniowania
elektromagnetycznego i, nawet, przekazywania energii niesionej promieniowaniem korpu-
skularnym. Wyraz ten zalezy réwniez od mocy wydzielanej lub pochlanianej podczas
zachodzacych reakcji.

Korzystajac z rownania ruchu mozemy okresli¢ pochodna czasowa wtasciwej energii kine-
tycznej. W tym celu mnozymy réwnanie (2.43) skalarnie przez wektor predkosci ¥

dv d [v? -
i— =p—|—| =pF-074+7-(V-T
P pdt<2> pF -7 +7-( )
Rozwijajac operacje rézniczkowania tensora naprezenia i postugujac sie definicja iloczynu
skalarnego zapisujemy wynik:

d [v? o71;
— (=) = oF 2.
pdt < 2 ) PERE o Uk ox; (2:53)

Odejmujac to réwnanie ( dla energii kinetycznej wlasciwej ) od réwnania energii otrzy-
mamy pochodna czasowg energii wewnetrznej:
d aqi avk

pdtu Q 8xz + kaZEi

Dla symetrycznego tensora naprezenia, co oznacza, ze 1, = Tj; mozemy napisac

(%k . 1 (%k (%i
T on 2 (a@ +azk> o
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Wyrazenie w nawiasie jest tensorem o macierzy 5 (gg" + 3”1) = Dy, (: Dki). Tensor ten

oznaczmy ]D), a iloczyn wypisany wyzej mozna zapisa¢ jako D - T. Réwnanie dla energii
wewnetrznej to

d aqi

+D-T (2.54)

Zauwazmy, ze energia wewnetrzna zalezy od pola sit F posrednio, poprzez pole predko-
Sci wystepujace w ostatnim wyrazie réwnania (2.54). 7 kolei procesy cieplne zmieniaja,
energie kinetyczng jedynie za posrednictwem parametrow okreslajacych stan termodyna-
miczny, bo zaréwno wektor strumien ciepta jak czton zrédtowy nie wystepuja w réwnaniu
okreslajacym zmienno$¢ kwadratu predkosci.

2.9 Postaé¢ bilansowa réwnan mechaniki osrodka cig-
glego
Réwnanie ciaglosci (2.30) ma szczegdlng forme:

op 0 )
E"‘ail( pur) + o 3(,0@3) 0

Wystepuje tu pochodna czasowa i pochodne wzgledem wspoétrzednych sktadowych pola
wektorowego pv. Méwimy: réwnanie o takiej postaci ma forme diwergentna. Okazuje sie, ze
taka posta¢ mozna nadaé¢ rownaniom ruchu i energii. W lewej stronie kazdego z tych réw-
nan wystepuje Wyrazenle bedace iloczynem p i pochodnej substancjalnej pewnej wielkosci
G, to znaczy p2d dt G jest rowne ( CE u) dla réwnania energii lub v; dla i-tej sktadowej
rownania ruchu. Pomnézmy réwnanie cigglosci przez G i przeksztalémy sume:

) _ 25, 2

ot T,

+ 5 (pGy)

iG A6 [ 9G  9G 9p
0 _l ]+[G o om,

Pat = Par ot TP,

Podstawiamy odpowiednie wyrazenia zamiast G i otrzymujemy:

d(pvi) =~ 0 _
5 T o (pogv; — Typ,) = pk; (2.55)

dla i-tej sktadowej réwnania ruchu

dp (% + U) 9] v? ﬂ
ha — v, Ty | = pFv 2.56
BT +33€k [pvk<2+u>+qk v k] pFv+Q (2.56)
dla réwnania energii. Przy braku sit zewnetrznych i mocy Q kazde z réwnan ciaglosci,
trzech réwnan ruchu dla trzech sktadowych wektora pv i réwnania energii ma nastepujaca

postac

0 0 0 0
_ _ B
atfk axl( ) 8 2( k:2) 8 €T3

Uzyte tu elementy macierzy sa oczywiscie znane. Okreslaja je podane wyzej réwnania
ciagtodci, ruchu i energii. Calkujac ostatnie rownanie w obszarze (), nie zmieniajacym

——(Bis)
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sie w czasie i oznaczajac brzeg tego obszaru przez A, otrzymamy, po uzyciu twierdzenia
GGO, nastepujacy zwigzek

_d/ JrdQ = 7{ (Byini + Brana + Bysng) dA (2.57)
dt Ja. As
Jest to réwnanie okre$lajace zmiane zawartosci w obszarze catkowania wielkosci obliczanej
f wywolang “napltywem® strumieni B-# przez jego brzeg. Termin “strumien® oznacza
naplywajaca mase, naptywajace wraz z ruchomym osrodkiem sktadowe pedu lub napty-
wajaca energie. Interpretacja ta jest powodem utworzenia nazwy “postaé¢ bilansowa “
rownan. Posta¢ ta jest uzyteczna w zastosowaniach i bywa wykorzystywana w oblicze-
niach numerycznych.

2.10 Druga zasada termodynamiki

Kierunkowosé proceséw zachodzacych w $wiecie ujmuje druga zasada termodynamiki.
Wypowiadamy ja nastepujaco: entropia uktadu izolowanego nie maleje. Entropia jest wiel-
koscig ekstensywna i, oczywiscie, funkcja stanu. Entropia wlasciwa - albo gestos¢ entropii
- jest odniesiona do jednostki masy. Zatem entropia ukladu materialnego zawartego we-
wnatrz obszaru §2(t) moze by¢ zapisana calka:

S :/ 0 9.58
on”’ (2.58)

Zmiany entropii zachodza w wyniku kontaktu ciala z otoczeniem i zwigzanego z nim prze-
wodzenia ciepta oraz istnieniem objeto$ciowej gestosci mocy () i wystepujacymi procesami
nieodwracalnymi. Wiemy, ze procesy odwracalne nie prowadza do zmiany entropii i przy
okre$laniu zmian entropii nie musza by¢ uwzgledniane.

Pochodna catki (2.58 )- po uzyciu wzoru (2.26) i réwnania ciagtosci - moze by¢ zapisana
nastepujaco:

dsS ds .
@ _ [, %0 :/ 43 2.59
dt /det Q (2:59)

Roézniczka d S moze byé¢ rozumiana jako pochodna czasowa entropii malego obszaru d
zawierajgcego malg mase pd€2. Mozemy zatem napisac:

ds = %m + po d Q2+ dS, (2.60)

W réwnaniu powyzszym 6 oznacza temperature, () d€2 moc dostarczong w rezultacie istnie-
nia objetosciowych zrédet ciepta, o okresla zawsze nieujemna ”predko$¢ tworzenia entro-
pii”powstala w wyniku nieodwracalnosci proceséw, a ds. - rozniczkowa zmiane entropii,
wynikajaca z kontaktu rozwazanej “porcji” osrodka z otoczeniem. Obliczmy te ostatnia
wielko$¢. Dla malego obszaru o brzegu A zachodzi

. AQ 1 R 1 .

Uwazamy obszar AQ) za tak maly, iz temperatura # wewngtrz niego moze by¢ uznana za
jednorodna. Przewodzony strumien ciepta ¢ zalezy od pochodnych temperatury i moze
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by¢ intensywnie zmienny. 7 tego powodu AQ obliczamy za pomocg catki powierzchniowe;j
okreslonej na brzegu obszaru AQ. Gdy A zmierza do zera mozemy zapisac®

. 1
Powréémy teraz do wzoru (2.59) i podstawmy znane juz wyrazenia okreslajace dS i dS..

/pr;cm:/di9+/ﬂpad9—/gé(v-g’)d9

Przyjmujac obszar () jako dowolnie wybrany mozemy opuscié¢ caltki. Zrébmy dodatkowo

podstawienie
1 B q q-Vo
(V= <9>+ ;

(wynikajace z reguly rézniczkowania zlozenia funkeji Vi = (V- 0)4 Lyw wyniku ktérego

otrzymamy: ; B o -
5 q q-
- ) == — 2.61

PtV (0) o T g (2.61)

Ostatni czton jest dodatni, bo § = —AV - 0. W rezultacie mozemy napisa¢ nier6wnosc¢
termodynamiczng (Gibbsa - Duhama):

ds AVEH V6)?

dt 6 6 62
Nierowno$é ta okresla warunek, ktéry musi spetniaé entropia wtasciwa s. Warunek ten jest
okreslony przez przewodzenie ciepta i gestosé objetosciowych zrodet mocy. Dla najprost-
szej sytuacji, w ktorej przewodzenie ciepta mozna zaniedbad i brak zrodel mocy dostajemy

po prostu

(2.62)

ds

dt >0
co oznacza, ze entropia wlasciwa poruszajacej sie substancji nie maleje. Ten, na pierw-
szy rzut oka trywialny wniosek, ma znaczenie w sytuacji, gdy (po przyjeciu uproszczen)
rozwaza sie ruch gazu z niecigglosciami. Okazuje sie, ze zadanie nieujemnosci pochodne;j
entropii wlasciwej pozwala wyeliminowaé¢ pewne - oczywiscie niedopuszczalne - rozwigza-
nia uktadu uproszczonych réwnan ruchu, energii i ciagtosci.

2.11 Podsumowanie

Zrekapitulujmy przedstawione wyniki. Otrzymalismy réwnania:
e ciaglosci - wyrazajace zasade zachowania masy
e ruchu - wyrazajace druga zasade dynamiki

e energii - wyrazajace pierwsza zasade termodynamiki

6Uzywamy twierdzenia o $redniej: fQ fdQ = fQ. Jedli obszar Q znika (najdtuzszy zawarty w nim
odcinek znika), to f — f. W rozwazanym przypadku obszarem jest znikajacy Af.
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Réwnanie ruchu jest réwnaniem wektorowym, co oznacza, ze faktycznie wynikajg z niego
trzy réwnania skalarne. Wraz z réwnaniami ciggtosci i energii pelny uktad tworzy pieé
réwnan. Sa to rownania rézniczkowe czastkowe. Poszukujemy trzech skladowych pola
predkosci i dwoch parametréw termodynamicznych. Zatem dla uktadu o dwu stopniach
swobody termodynamicznej ” mamy dokladnie tyle réwnan ile niewiadomych. Trzeci pa-
rametr termodynamiczny wynika z réwnania stanu.

Wiemy, ze zachodzi potrzeba okreslenia tensora naprezenia T. Wielkos¢ ta zalezy od ru-
chu i stanu osrodka. Nie spodziewamy sie, by naprezenie powstato w wyniku przesuniecia
réwnoleglego lub (sztywnego) obrotu calego ciata. Naprezenie wynika ze szczegélnej cechy,
jaka maja osrodki ciggle, a mianowicie z deformowalnosci. Proces deformacji zachodzi w
czasie, a wiec pojawia sie rowniez predkos¢ z jaka zachodzi deformacja. Najprostszymi
postulatami okre§lajacymi naprezenie sa zwigzki pomiedzy nim a deformacja i predkoscia
deformacji.

Trzeba zatem okresli¢ ilosciowe opisy deformacji i predkosci deformacji i ustali¢ odpo-
wiednie zalezno$ci. Oczywiscie, zaleznoSci te beda zupeinie rézne dla cial statych i ciat
takich jak ciecz lub gaz.

"Reguta faz Gibbsa okresla ilog¢ termodynamicznych stopni swobody (niezaleznych zmiennych eksten-
sywnych)= liczba skladnikéw - liczba faz + 2. Rozwazamy jeden skladnik i jedna faze.



Rozdziat 3

Opis ruchu i stanu plynu

3.1 Predkos$¢ deformacji i
tensor predkosci deformacji

Wyprowadzone uprzednio réwnania ruchu i energii oraz réwnanie cigglosci i nieréwnosé
entropowa obowiazuja dla dowolnej substancji rozumianej jako osrodek ciagtly. Za osrodek
ciagly mozna uwazac¢ obserwowane w odpowiedniej skali dowolne cialo stale, ciecz lub gaz
jak réwniez plazme, gazy tworzace mgltawice (jesli operuje sie wymiarami kosmicznymi,
w skali ktérych odlegtosci miedzyczasteczkowe w gazie rozrzedzonym sa znikome), zawie-
siny, pary mokre, polimery, grunty i skaly i wiele innych cial. Réznice wtasciwosci tych
cial sa ogromne. Réznorodnos¢ tych wtasciwosci prowadzi do réznych okreslen tensora
naprezenia i w nieporéwnywalnie mniejszym stopniu, réznych okreslen wektora strumie-
nia ciepta. Réwniez szczegdlne definicje energii wewnetrznej réznicuja opisy w pewnym
stopniu. Zatem w pierwszej kolejnosci nalezy okresli¢ specyficzny dla danego ciata ten-
sor naprezenia T. Uwaza sie, iz dla ciat stalych, nazywanych prostymi, tensor ten zalezy
od odksztalcenia. Natomiast dla pltynéw prostych - od predkosci, z jaka odksztalcenie
zachodzi.(Zakladamy, ze czytelnik intuicyjnie wie, co oznacza odksztalcenie.) Rzeczywi-
ste ciala - nie idealizowane - sa bardziej ztozone niz ciata proste. Tensory naprezenia (i
niekiedy predkosci zmian naprezenia) zaleza od odksztalcenia i predkosci odksztalcenia.
Dalej méwimy, iz cialo ma wtasciwosci lokalne, gdy okreslenie naprezenia w kazdym miej-
scu zalezy od ruchu i stanu (a wiec odksztalcenia i predkosci odksztalcenia) tylko w tym
miejscu. Jesli zachodzi potrzeba uzycia okreslenia ruchu i stanu w otoczeniu rozwazanego
miejsca - to wlasciwosci ciala sa nielokalne. Wreszcie, w prostych sytuacjach, zwigzek
pomiedzy omawianymi wielko$ciami moze byé¢ wszedzie taki sam ( cialo jednorodne) i
niezalezny od orientacji (cialo izotropowe). W przyrodzie wystepuja ciata niejednorodne i
anizotropowe. Jest tez wiele cial, w ktorych omawiana zaleznos¢ zalezy od historii ruchu
lub historii zmiany naprezenia.

Wszystkie powyzsze uwagi pokazuja ztozonosé probleméw mechaniki osrodkéw cigglych,
co w rezultacie doprowadzito do wyodrebnienia z niej mechaniki ciat stalych i mechaniki
plynéw. My zajmowa¢ sie bedziemy mechanika ptynéw. Rozpoczniemy od stwierdzenia, iz
w ruchu plynu pole predkosci rézni sie istotnie od dobrze znanego ruchu ciata sztywnego.
Ciato sztywne moze sie przemieszczaé i obraca¢. Pltyn moze réwniez przemieszczaé sie i
obraca¢é, a dodatkowo ulega odksztalceniu.

Sprobujmy okresli¢ predko$¢ zwiazang z odksztalceniem. Wydzielimy ten skladnik odej-
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mujac od catkowitej predkosci pltynu predkosé wystepujaca w ciele sztywnym.
Dla ciata sztywnego mozemy napisac:

Bt 7) = To(t) + F(t) x 7 (3.1)

Uy jest zalezaca tylko od czasu predkoscia ciala. Moze to by¢ predkosé wybranego punktu
ciala - na przyktad $rodka masy. Predko$é¢ ta okresla zwykle przesuniecie. Aby uzyskaé
drugi sktadnik trzeba znalezé¢ predkosé katowa . Czlon zwiazany z obrotem zapiszemy
uzywajac skltadowych iloczynu & x 7

Woly — W3Te, W3x1 — Wid3, WiTo — Wal1

Obliczmy rotacje tego pola wektorowego. Pierwsza skladowa wyrazamy nastepujaco:

YL 9] %)
[rot(&d x )], = aTCQ(MIQ — W) — 873:3(013% — wix3) = 2w

W podobny sposéb obliczamy drugg i trzecia sktadowa, skad dostajemy
[rot(& x )], = 2ws

[rot(d x 7)]; = 2ws

Zatem pokazaliSmy, ze
rotv =2d (3.2)

Tym samym dla ciata sztywnego mozna napisa¢
17:170+§T0t17>< r (3.3)

Rozpatrzmy teraz ruch dwu bliskich punktéw materialnych w ciele odksztalcalnym. Od-
leglo$¢ miedzy nimi jest znikoma, a wiec

0v
— = d—) — b d vsa 7d o "
0(7 + dr) v(r)+axa To +

Dla ||d7]| — 0 zaniedbujemy wyrazy wyzszego rzedu. Wtedy powyzsze réwnanie dla skta-
dowych vy () przyjmuje postaé:

Zapiszmy to w nieco inny sposéb

* i) = S (O L(0ve  Ova
v (7 + dif) = vy, + dv, = v (F) + 5 <8xa + axk> dz, + 5 <8xa 6zk> dr, (3.4)

Przyrost predkoéci dvy, wynika z zachodzacego odksztalcenia i obrotu. Aby otrzymac przy-
rost wynikajacy tylko z odksztalcenia musimy odrzuci¢ to, co odpowiada wyrazowi “ob-
rotowemu” Przyjrzyjmy sie réwnaniu (3.4) - wyraz “obrotowy” to trzeci w prawej stronie
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tego rownania. Pierwszy skladnik, v, (7) odpowiada wspdlnemu ruchowi obydwu rozwa-
zanych punktéw. Odksztalcenie wynika z przyrostu predkosci okreslonego nastepujaco:

1 /(0v, Ov,
(d?)k)def == 5 (8xa + M) dl‘a (35)

Symbol “det” oznacza deformacje, czyli, po prostu, odksztalcenie. Okreslen tych bedziemy
uzywac¢ przemiennie. Zapiszmy to samo réwnanie wektorowo z uzyciem tensora predkosci
odksztatcenia (predkosci deformacji):

(dT)gey = D - dF (3.6)

Z obydwu powyzszych réownan wynika, ze macierz tensora D okresla sie nastepujaco

. . 1 8vk ava
Dka — 5 <al‘a + M) (37)

Tensor D jest symetryczny, bo zamiana k i o powoduje tylko przestawienie skltadnikéw w
prawej stronie.

Podobnie mozna okresli¢ tensor odksztalcenia. Jego macierz otrzymujemy zamieniajac
sktadowe pola predkosci na sktadowe pola wektorowego przemieszczenia. Tak otrzymany
tensor okresla sie tylko przy matym odksztatceniu rozwazanego ciala.

Duze odksztatcenia nie moga by¢ w ten sposéb okreslone, bo trzeba uwzgledni¢ sktadniki
odrzucone w rozwinieciu pola przemieszczenia.

Predkosé odksztatcenia wynika z jego przyrostu w bliskich sobie chwilach, gdy przysrost
czasu dazy do zera. Jasne, ze dla krotko trwajacego ruchu przyrost przemieszczenia nie
moze by¢ wielki i tym samym male odksztatcenia sa wystarczajace. Mozna wiec ograniczy¢
sie do wyrazu liniowego i sktadowe tensora predkosci odksztalcenia sg catkowicie okreslone
przez zwiazki (3.7). Drugi z tensoréw wystepujacych w réwnaniu (3.4), czyli tensor © o

macierzy
O'ik 1 < 8UZ- a'Uk-)

~ 92\ 0z, ox

nazywamy tensorem predkosci obrotu. Elementarny wektor
At = Od 7

okresla przyczynek predkosci wynikajacy z lokalnego obrotu. Oczywiscie O i & = %TOtU
moga by¢ rézne w réznych miejscach. Jest to mozliwe w wyniku zachodzacych odksztalcen
rozwazanego ciala.

3.2 Ptlyn liniowy

Ptyn prosty to taka substancja, w ktérej tensor naprezenia jest funkcja tensora predkosci
odksztalcenia: .
T = f(D) (3.8)

Odksztalcenie ptynu moze by¢ dowolne, bo nie zmienia naprezenia. Innymi stowy: plyn
nie reaguje na odksztaltcenie, ktére juz zaistniato, ale reaguje na predkos¢ z jaka odksztal-
cenie zachodzi. Mozemy stad wywnioskowacé, iz ciato ptynne nie ma konfiguracji wlasnej,
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czyli nie ma po prostu wlasnego ksztaltu.

Funkcja f powinna by¢ dostatecznie regularna. Przypu$émy, ze mozna okresli¢ jej rozwi-
niecie typu szeregu Taylora w otoczeniu zerowego D. Mozemy to uczyni¢ wykorzystujac
analogie ' do zwyklego szeregu w sposéb nastepujacy:

T = T(0) + liniowa funkcja (jednorodna) D + funkcja kwadratowa (jednorodna) D+ ...

Okreslenie poszczegolnych sktadnikéw takiego rozwiniecia jest zwiazane ze zdefiniowaniem
tensorowej funkcji tensora. Kilka prostych faktow, zwigzanych z taka definicjg, wynika z

rozpatrzenia réwnania

b=K-a
wigzacego wektor @ z wektorem b. Tensor K jest zadany. Jest operatorem przeksztatca-
jacym @ w b. Mozna przyja¢, ze dla pewnego @ = dy wynik przeksztalcenia, to znaczy
wektor by jest wspdtliniowy z dy:

bo = \dp
czyli

Wspétliniowos¢ jest wladciwoscia geometryczna. Jesli zmienimy uktad wspéirzednych, to
zmianom ulegna sktadowe wektora dj i sktadowe tensora K, ale wspotliniowo$¢ pozostanie.
Zwiazki ilosciowe wynikajace z tej wtasciwosci nie beda zaleze¢ od uktadu wspétrzednych,
czyli, jak powiadamy, beda niezmiennicze. Rozpiszmy réwnanie wektorowe (3.9)

(K—T-A\)dy=0 (3.10)

I oznacza macierz jednostkowa. Niezerowe rozwiagzanie wymaga, by wyznacznik gléwny
znikal - co prowadzi do réwnania zwanego rownaniem charakterystycznym

XN+ —DLA+I1;=0

Wspétczynniki Iy, I, I zaleza od sktadowych tensora K. W szczegélnosci I; = Ky +
Ky + Kj33. Suma tych trzech elementéw z gléwnej przekatnej nazywana jest $ladem i

oznaczana nastepujaco:
[1 :K11+K22+K33 :TT(K) (311)

(Tr to skrét od angielskiego stowa “trace” = §lad.) Réwnanie charakterystyczne wynika ze
wspotliniowosdci wektorow dy i 50 i jest niezalezne od uktadu wspétrzednych. Wspélezyn-
niki I, I, I3 sa niezmienne przy zmianie uktadu wspotrzednych. Nazywamy je niezmien-
nikami gtéwnymi.

Cayley i Hamilton? udowodnili, ze kazda macierz (w naszym przypadku macierz tensora)
spelnia swoje rownanie charakterystyczne. Mamy wiec:

K3 - IlK2 - IQK + IgH (312)

Kazda potega tensora moze by¢ wyrazona przez druga i pierwsza potege oraz niezmienniki
tego tensora. .
Wré6émy teraz do rozwiniecia funkcji f. Wystapia w nim tylko dwie potegi tensora D,

f@) = £(0) + f'(0)z + 5 £(0)a?
Znp. G. Birghoff, S. MacLane: “Przeglad algebry wspétczesnej“ PWN 1960 Warszawa
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pierwsza i druga oraz niezmienniki, bo wszystkie wysokie potegi zostaly wyrazone przez
nizsze, na mocy réwnania (2.12). Dla wielu substancji przy umiarkowanych predkosciach
odksztalcenia wystarczy przyblizy¢ f funkcja liniowa. Mozemy zatem napisac:

T=T(0)+A -D+B-TrD) (3.13)

A i B nie moga zaleze¢ od D, bo T jest liniowa funkcja D.

Dla substancji izotropowej A musi by¢ wielkoscig skalarng. Rowniez B ma prosta postac:
musi by¢ skalarem mnozonym przez tensor jednostkowy. Obydwa skalary sa niezalezne od
D. Napiszmy zgodnie z tradycja

T = T(0) + 24D + (4 — z*‘) Tr) -1 (3.14)

Wspdélezynniki g i g/ nazywamy lepkoscig i druga lepkoscig. Niektérzy dodaja “dyna-
miczna”. Pozostaje okresli¢ T(0). Dla D = 0 T|y = T(0). Jest tak - w szczegélnoéci - dla
bezruchu. Wtedy ¢ = 0 i pochodne predkosci sg réwne zeru.

W sytuacji gdy nie ma ruchu obowigzuje empiryczne prawo Pascala definiujace wektor
sity powierzchniowej przez cisnienie termodynamiczne p:

f=-ii-p
z definicji wektora f wynika tez .
f=-n-T
Zachodzi wiec réwnosc:
TO)=—-p-1 (3.15)
Przypomnijmy jeszcze, ze
. 1 8vk ava
Dy, = = —
ke =g <axa * axk>
i, wobec tego
Tr(D)=D D Dy3=—+ ..+ —=diwv 3.16
r(D) 11+ Dag + s 921 024 1w U (3.16)
Korzystajac z powyzszych informacji zapiszmy wyrazenie na tensor naprezenia
. 2
T =—Ip+2uD+1I(y — gu)dz’w 7 (3.17)
Zapiszmy to dla sktadowych
8vk ov 2
Tio = —POka —2 )+ S — Zp)diw ¥ 3.18
K POk +u<axa+axk>+ k(i = gp)diw o (3.18)

Tensor ten jest symetryczny. Pierwszy ze sktadnikéw nazywamy cisnieniowym, drugi zwia-
zany jest z predkoscia odksztalcenia, a trzeci ze zmiana objetosci. Rzeczywiscie, na mocy
rownania cigglosci zachodzi zwigzek

1d

diwd = —=22

pdt
Zmiana masy wlasciwej jest zwigzana ze zmiang objetosci wlasciwej, a wiec i objetosci
plynu. Z tego powodu dla plynu o stalej masie wlasciwej (stalej gestodci) ostatni wyraz
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znika.

Lepkos¢ i druga lepkosé zaleza od temperatury. Dla gazéw - w niewielkim stopniu - zalezg
rowniez od ciSnienia. Przy umiarkowanych zmianach temperatury przyjmuje sie statosé
obydwu parametréw, co istotnie uprasza réwnania. (Rozwazmy pochodna Ty, wzgledem
wspoétrzednych wtedy gdy lepkosci zaleza od temperatury. W pochodnej takiej trzeba

obliczy¢ a%' Ale lepkosé zalezy od polozenia za posrednictwem temperatury, a wiec jest
tak:
Op dup 00

Zatem w wyrazeniu okreslajacym pochodng Tj, wzgledem x; pojawi sie miedzy innymi
iloczyn

dp 060 (0v,  Ov,

@axi ((%a + (%ck)
Réwnanie stanie sie ztozone i nieprzejrzyste. Gdy p =~ const to 3—‘; = 0 i otrzymamy

zapis istotnie prostszy.)

Réwnanie (3.15) okresla naprezenia dla ptynu liniowego. Plyn taki nazywamy ptynem

Newtona lub newtonowskim. Jest to analogon ciata liniowo sprezystego podlegajacego
prawu Hooke’a.
Dla wielu probleméw przyblizenie liniowe (3.18) jest wystarczajace. Lepsze przyblizenie
uzyskuje sie uzalezniajac lepkosci od niezmiennikéw tensora predkosci odksztalcenia (i
oczywiscie temperatury). W skrajnie ztozonych sytuacjach (zele, polimery) trzeba po-
stuzy¢ sie okresleniem T w postaci funkeji kwadratowej (dwuliniowej) tensora predkosci
odksztalcenia. Inng istotna komplikacja jest konieczno$é uzycia tak zwanego tensora ob-
rotu wlasnego. Tensor taki pojawia sie w opisie ptynu mikropolarnego. To ptyn utworzony
ze zwiazku chemicznego zbudowanego z czasteczek istotnie niesymetrycznych elektrycznie.
Opisujemy jego ruch przez predkos$c i dodatkowo przez tak zwany spin, bedacy wektorem
wtasnej, mikroskopowej predkosci katowej. (odwolanie do literatury A. Kucaba - Pietal i
Grzegorza Lukaszewicza)

3.3 Rownanie Naviera - Stokesa

Réwnanie ruchu ptynu liniowego lepkiego (ptynu Newtona) nazywa sie réwnaniem Naviera
- Stokesa. Aby je napisa¢ wykorzystamy okreslenie (3.18) sktadowych tensora T}, oraz
réwnanie (2.43) wraz z definicja sktadowych wektora diwT:

. aTak: aTk:a
T, = =
(diwT)s 0% 4 0%y

bo oczywiscie Ty, = Tu. Obliczajac diwergencje T trzeba zrézniczkowac kolejno kilka
wyrazow. Pierwszy z nich to
0 dp dp op dp
dak) = da = Ok + Dok, +
3xa (p k) kaxa 81’1 L aZEQ 2k 61’3
Ok dla a # k jest zerem. Z trzech skltadnikow pozostanie ten, dla ktérego pierwszy indeks
delty ma wartos¢ takg jak drugi, czyli jest réwny k:
0 dp
Oak) = oo = ——

O3

(3.19)
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Kolejny wyraz (przy stalym p ) to

0 avk . 0 0 - 82vk 4 82vk 4 aQUk
(%auaxa —H 01y 0xa ) & H or? = 0x3 = 0x%

Suma trzech pochodnych drugiego rzedu wzgledem wspétrzednych nazywa sie laplasja-
nem. Oznacza sie go znakiem tréjkata ”delta”, czyli A

0? 0? 0?
= 3.20
ox? * 03 * 03 (3:20)
Wobec tego wyraz wystepujacy przy p mozna zapisa¢ po prostu tak:
0 (%k
=uA 3.21
o (ngs) = v, (3.21)

Teraz przeksztalcimy czlon (p jest, jak poprzednio, stale):

0 v _ (0 0N _ 0 (0w
3xau3xk —F Owr Oxy ) © Maxk 0x, )’
bo kolejnosé rézniczkowania w drugiej pochodnej mozna zamieni¢. Zauwazmy, ze indeks
« powtarza sie, zatem mozemy zapisaé
ava 81}1 8’1}2 81]3 5

= + + =diwv

alL’a 8:101 8x2 81’3

Mamy wiec

0 o 0 ,,
I (uaxk> = ,uaxk (diw T) (3.22)

Ostatni wyraz przeksztatcamy tak jak pierwszy:

0 2 2 0
"2 diwd | = . _ - 2
I [5ak (u 3u> dzwv] (u u) o, — (diw 7) (3.23)

Nastepnie dodajemy do siebie wyrazy okreslone przez (3.19), (3.21), (3.23). Zapiszmy
otrzymane réwnanie dla k-tej sktadowej (k = 1,2, 3)

0 — (diw ) (3.24)

d dp
Uk ka—+uAvk+<M+u>
alL’k

dt oxy,
Musimy pamieta¢ o definicji pochodnej substancjalnej predkosci. Przypomnijmy, ze okre-
sla ja wyraznie
dvk (%k avk,
dt ot  Ox

Réwnanie (3.24) jest réwnaniem ruchu. Mozemy je tez przedstawi¢ w postaci wektorowej:

<8v o7

_ R 2 (B oy i
5 + Ula$i> = pF — gradp + pAv + <3 + M) grad (diw ¥) (3.25)
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To samo réwnanie dla i-tej sktadowej w zapisie indeksowym jest nastepujace (dla
wyrobienia wprawy czytelnika zamieniliSmy oznaczenia indekséw):

0v; Ov; dp 0? I N\ 0 Oug
— = pF; — —; — — 2
p( + Uk T > i dxi+uaxk8ka+<3+'u> axi(axk) (3-26)

Jak kazde réwnanie ruchu wiaze ono przyépieszenie ( w sensie pola przyspieszenia) z
polem sit zewnetrznych, polem sit ci$nieniowych i sitami wynikajacymi z lepkosci (sa to
specyficzne, wlasciwe dla ptynu sity tarcia).

Podkreslamy, iz dla lepkosci zalezacej od temperatury réwnanie niezmiernie sie kompli-
kuje. Nie warto wypisywa¢ go w postaci jawnej, lecz lepiej pozostawic¢ je w formie wyra-
zonej réwnaniem (2.43) z dolaczona definicja tensora T (lub jego macierzy Tyog).
Réwnanie (3.25)(lub (3.24)) nazywa sie réwnaniem Naviera - Stokesa. Nalezy do nieli-
niowych (wyraz vi% nie jest liniowy) réwnan rézniczkowych czastkowych. Zawiera trzy
pola : wektorowe pole predkosci i dwa pola skalarne: cisnienia i masy wlasciwej. To piec
niewiadomych, a mianowicie - trzy sktadowe predkosci i dwie wielkosci termodynamiczne.
Trzeba dotaczy¢ zatem kolejne réwnania. Beda nimi réwnanie cigglosci, rownanie energii
i okreslenie energii wewnetrznej oraz wektora - strumienia ciepta ¢. Otrzymamy w efekcie
ztozony, nieliniowy uktad pieciu réwnan rézniczkowych czastkowych nieliniowych. Rzad
tego uktadu jest wysoki. Mamy cztery rownania rzedu drugiego i réwnanie rzedu pierw-
szego. Problem jest wiec dziewigtego rzedu.

Istotne uproszczenie mozna uzyskaé zaktadajac stalosé masy wlasciwej p. W takiej sy-
tuacji diw v = 0, co powoduje zmniejszenie ilo$ci niewiadomych. W réwnaniu ruchu wy-
stepuja tylko cztery niewiadome: ci$nienie i trzy sktadowe pola predkosci. Zauwazmy, ze
rownanie cigglosci zawiera tylko pole predkosci, zatem mamy zamkniety uklad réwnan
utworzony przez cztery rownania:

diw v =0

o7 o5 _ 1 - (3.27)

ot T Vigy, = F — Sgradp + (%) AT
Pomimo wzglednej prostoty uklad ten nastrecza wiele trudnosci. Aby uzyska¢ rozwia-
zanie trzeba zdefiniowa¢ pole predkosci w calym obszarze ruchu w chwili poczatkowej i
podaé¢ predko$é¢ na brzegu obszaru w calym czasie p6zniejszym. Innymi slowy: zadajemy
warunek poczatkowy i warunek brzegowy. Warunki te formutuje sie dla pola predkosci.
Poczatkowe pole musi speliaé¢ réwnanie ciaglosci, a predkosé brzegowa (wystepujaca w
warunku brzegowym) musi dawaé zbilansowang mase, bo oczywidcie obowiazuje zasada
jej zachowania.
Ot6z do dzi$ nie wiadomo, czy tak sformulowane zadanie ma rozwiazanie klasyczne (réz-
niczkowalne w zwykty sposéb) dla dowolnie duzych czaséw przy poprawnie sformulowa-
nych, ale dowolnych warunkach granicznych ( warunkach brzegowych i poczatkowych).
Wiadomo tylko, ze rozwiazanie takie istnieje tylko dla krétkich czaséw (tuz po poczatku
ruchu) jesli ruch jest szybki i tréjwymiarowy. Mozna natomiast dowie$¢ istnienia rozwia-
zania klasycznego, gdy pola zaleza od dwu zmiennych przestrzennych (albo, tym bardziej
od jednej), jak réwniez wtedy, gdy ruch jest powolny lub nie zalezy jawnie od czasu.
Ale przeciez wszystkie zjawiska fizyczne zalezg od czasu i trzech zmiennych okreslaja-
cych potozenie. Zatem nie znamy dowodu istnienia klasycznego rozwiazania realistycznie
opisujacego rzeczywistosc fizyczng. Ponadto, jesli uktad rownan ma opisywacé zjawisko fi-
zyczne, to rozwigzanie - jesli istnieje - powinno by¢ jedynym. Okazuje sie, iz uproszczony
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uklad réwnan (3.27) moze mie¢ wiecej niz jedno rozwiazanie. Jest tak, gdy zalozymy dla
uproszczenia, ze ruch nie zalezy jawnie od czasu.

Jesli pole predkosci (i pole cisnienia) nie zalezy od ¢ w sposéb bezposredni, to 00/0t = 0
i dostajemy réownanie

vi@ = F— lgradp + <M> AT

Ox; p P

zamiast rownania ruchu uprzednio przedstawionego (3.27). Réwnanie to moze mieé¢ wiele
rozwiazan. Musimy wybra¢ wlasciwe. Wybor taki moze by¢ dokonany przy uzyciu kry-
teriéw nie zwiazanych z samym réwnaniem. Kazde z nich wynika z przyjecia dodatko-
wego zalozenia. Wybierajac je kierujemy sie zgodno$cig wyniku z doSwiadczeniem. Jesli
zgodno$¢ taka zaistnieje, to mozna spodziewaé sie zblizonej zgodnosci w innym niewiele
rézniacym sie problemie. Ostatnim wymogiem naktadanym na poprawnie sformutowane
zadanie rachunkowe jest - jak powiadamy - ciagla zalezno$¢ rozwiagzania od danych. Jesli
niewiele zmienia sie dane (parametry okreslajace ptyn, warunki formutowane dodatkowo -
czyli warunek poczatkowy i warunek brzegowy), a rozwiazanie zalezy w sposéb ciaglty od
danych, to ulega tylko niewielkiej zmianie. W przeciwnym wypadku rozwigzanie nie ma
sensu: wiele danych jest wynikiem pomiaru, zawsze prowadzonego ze skonczona doktadno-
Scia. Zatem, jesli mata zmiana danych (na przyktad w obrebie bledu pomiaru) powoduje
istotng zmiane rozwiazania, to problem nie jest dobrze sformulowany w sensie mate-
matycznym. Jesli stosuje sie obliczenia numeryczne - zawsze prowadzone ze skonczong
doktadnoscia - to przypadkowe bltedy zaokraglen wprowadzaja niekontrolowane zmiany
rozwiazania. Przy braku ciaglej zaleznosci od danych moze pojawi¢ si¢ znieksztalcenie
rozwigzania. Problemu zaokraglen nie mozna wyeliminowaé¢ réwniez dlatego, ze liczby
niewymierne i przestepne nie moga by¢ wyrazone w skonczonej reprezentacji cyfrowej.
Mozliwo$¢ znieksztalcenia rozwiazania w wyniku zaokraglen narzuca istotne restrykcje
na metody numeryczne aplikowane do zagadnien mechaniki ptynow.

Jednoczesnie wiadomo, ze w ogromnej wiekszosci ruchéw ptynu nawet znikome zaburzenie
pochodzace z zewnatrz moze zmienic¢ obraz przeptywu. Pojawiajace sie zmiany nie znikaja.
Moga pojawi¢ sie kolejne zaburzenia modyfikujace ruch. Zmiany te nie maja znacznych
amplitud, natomiast ich przebieg czasowy jest bardzo ztozony. Ruch o takich cechach
pojawia sie wtedy, gdy wystepuje niestatecznos¢ hydrodynamiczna. Pojawia sie istotny
problem: czy niestatecznos¢ hydrodynamiczna - bedaca cecha wielu ruchéw - moze by¢ od-
dzielona od ewentualnej niestatecznosci obliczeniowej nie prowadzacej do katastrofalnej
zmiany rozwiazan? (Problem ten jest nadzwyczaj zlozony i sprowadza sie do rozstrzy-
gniecia pytania o réznice pomiedzy turbulencja i tzw. turbulencja numeryczng. ) Badanie
rozwigzan réwnan mechaniki ptynéw jest, jak powiedziano, wyjatkowo skomplikowane i,
jak dotad, na pytanie o istnieniu rozwigzania, o jego jednoznacznos¢ i o ciagly zaleznosc
od danych, - w ogdlnosci - nie potrafimy udzieli¢ odpowiedzi.

Podane réwnania mozna rozwigzywa¢ metodami numerycznymi. Ztozonos¢ wielu zagad-
nien wymaga komputeréw o wielkiej mocy obliczeniowej. Ocenia sie, iz wyznaczenie ruchu
gazu wokot samolotu wymaga przetworzenia ~ 102° liczb. To wiele, nawet dla najlepszych
komputerdw.

Wyjsciem jest uzywanie opisow uproszczonych. Uproszczenia moga wynikaé z zatozen do-
tyczacych kinematyki ruchu badz z zalozen upraszczajacych wlasciwosci ptynu.

Mozemy na przyktad zakladaé, iz ruch nie zalezy od czasu, nie zalezy od pewnych zmien-
nych przestrzennych czy tez jest osiowosymetryczny. Mozemy zaktadaé, ze lepkos$é nie



3.4. Réwnanie energii 44

odgrywaja waznej roli jak rowniez postulowaé statos¢ masy witasciwej, co jak juz wiemy
jest rownowazne pominieciu $cisliwosci. Zatozenia ostatniego rodzaju - dotyczace cech fi-
zycznych pltynu - moga dotyczy¢ czesci obszaru ruchu. W pozostatych czesciach traktuje
sie plyn jako lepki albo §cisliwy czy tez lepki i $cisliwy. Problemy zwiazane z odrebnymi
zatozeniami i polaczenia rozwiazan opisujacych ruchy réznych w istocie ptynéw na ogét
nie sprawiaja trudnosci, bo podobszary, w ktérych czynimy rézne zatozenia sa z reguly
dobrze okreslone geometrycznie. Dobrym przyktadem rozdzielenia ztozonego zagadnienia
jest problem szybkiego optywu bryly. W bezposrednim otoczeniu jej powierzchni trzeba
uwzglednic¢ lepkos¢, albowiem zwigzane z jej istnieniem tarcie wewnatrz plynu powoduje
dyssypacje energii mechanicznej i powstawanie oporu. Daleko od oplywanej powierzchni
- okreslenie ”"daleko”dotyczy skali zjawisk wywotanych lepkoscig - dyssypacja maleje i
mozna pomingé lepko$¢. Okazuje sie, ze te dwa sprzezone ze soba problemy sa tacznie
prostsze, niz wyjsciowe zadanie wyznaczenia globalnego pola predkosci.

3.4 Rownanie energii

Pozostaje dostosowaé¢ ogblne réwnanie energii (2.50) do tensora naprezenia wlasciwego
dla ptynu Newtona i wykorzysta¢ definicje wektora strumienia ciepta. Sktadowe tensora
okreslaja réwnanie (3.18), a wektor ¢ ma skladowe ¢; = /\%’ a pochodne wyrazamy w
sposob nastepujacy:

0¢; 0 \ 00
Przy stalej wartosci przewodnosci cieplnej A dostaniemy
Jq; 0 0
— =A 0 = \Af
Rozwiniecie wyrazenia zawierajacego tensor naprezenia jest trudniejsze. Do operacji
0
— (T
8$i( KUE)

trzeba podstawi¢ skladowe tensora T okre$lone réwnaniami (3.18). Pojawiaja sie trzy
sktadniki. Pierwszy - ciSnieniowy - jest nastepujacy:

0
83@

(—pdirvy) = —=—(pv;) = —div(p?)

8a:i
Faktycznie tak jest, gdyz 0;xvx, = 0;1v1 + 04002 + d;3v3. Rachunek tego rodzaju przepro-
wadzalismy w paragrafie (1.7). Powtarzajac go otrzymujemy 0;v; = v;. Drugi sktadnik
przeksztalcamy wykorzystujac tozsamoscé

oD - ¥ = gradv? — ¥ X rotd 3.28
g

Aby wykazaé jej prawdziwos¢ dokonujemy mnozenia dla pierwszej sktadowej obydwu
stron. Lewa strona to
ov; N ovy, 8 Ovy Ovs ov dvy dvy

1
= +vo—+v + v + v +v
Oz O0zv; |, _, 8 v2 o, 3 ox; ! oxy 2 0o 5 0z;
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Po prawej stronie jest:

radv? — 7 x rot )| = v +2v +2v — — — —) —v3(— — —=
(,(] )‘1 18x1 anl 381’1 3

81}1 82)2 c%g v (81;2 81}1 81}1 81)3)
2 8:01 8:1:2 8x3 alEl

Redukujemy cztery wyrazy i stwierdzamy réwnos¢ obydwu wyrazen. Wobec tego drugi
wyraz obliczanego czlonu jest nastepujacy

0 8%’ 8’Uk . . 9 _ _»
oz, (u (83% + 8@) ’UZ> = pdiw(gradv® — ¥ X rot ¥)

Trzeci wyraz nie nastrecza trudnosci:

0
89@

2
(vk (W — gu)éki déw(ﬁdiwﬁ))

Mozemy teraz napisa¢ réwnanie energii:

2

pi(%—i—u) = pF-i—diw( p ¥)+diw {,u gradv? — v x rot v+ (i — zu) ¥ diw U}—I—/\ AQ+Q
(3.29)

Réwnanie to okresla zmiane energii jednostki masy ptynu (tzn. wielkoéci v?/2+u) wynika-

jacej z rozwijanej mocy sit zewnetrznych, mocy sit zewnetrznych, mocy sit cisnieniowych,

mocy wynikajacej z istnienia lepkosci, przewodzenia ciepta i jego zrodet znajdujacych sie

w obrebie plynu.



Rozdziat 4

Réownowaga hydrostatyczna

Najprostsze zastosowanie rownan ruchu pltynu dotyczy statyki, to znaczy sytuacji niewy-
stepowania pola predkos$ci. Brak ruchu oznacza brak przyspieszenia i brak sit wynikajacych
z istnienia lepkosci. Upraszczamy réwnanie (3.24) podstawiajac ¥ = 0. Pozostaje w nim
ci$nienie p, gesto$¢ p i zadane, zewnetrzne pole sit F , czyli:

pF = gradp (4.1)

Jesli réwnanie to nie jest spetnione, to oczywiscie zachodzi ruch. Dla przypadku statycz-
nego, przy zadanej sile masowej, wyznaczamy pole cisnienie i pole masy wlasciwej. Jesli
zalozymy nieécisliwo$é (mozna tak uczyni¢ przy dostatecznie malych zmianach ciénie-
nia dla wiekszosci cieczy), to jedyna niewiadoma pozostanie ci$nienie p. Gestosé p jest
stata i oznaczymy ja symbolem pg.Mozna wprowadzi¢ te - stata - wielkos¢ pod symbol
rozniczkowania:

F = grad <p> (4.2)

Po
Prawa strona tego réwnania jest gradientem. W lewej wystepuje pole sit F. Jego sktadowe
s3 pochodnymi czastkowymi pewnego skalara. Skalar ten nazywamy potencjatem pola.
Zachodza zwigzki:
09

- 8xk

Nie kazde pole wektorowe mozna w tak prosty sposob okresli¢. Jesli dwukrotnie zréznicz-
kujemy ¢ i przyrownamy pochodne z zamieniona kolejnoscia rézniczkowania, to otrzy-
mamy

Fy

0% 0 0 B 0%¢
Or;0x) Oz (£) TM(FZ)  Orkozy

Widzimy, ze skladowe pola sitowego musza spelnia¢ trzy réwnania:

oF, OF;

0 (4.3)

Oczywiscie indeksy i,k zmieniaja sie od 1 do 3. Mozemy réwnosé (?7?) przedstawié¢ w
zapisie wektorowym jako
rotF =0 (4.4)

Whiosek o znikaniu rotacji pola F wynika z zadania, by istniatl potencjal . Uzywajac
potencjahu pola sitowego mozemy zapisa¢ réwnanie rownowagi w postaci gradientu réznicy
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tego potencjatu i ilorazu ci$nienia i masy wtasciwej. Poniewaz gradient tej réznicy jest
zerem, to:
- ¢ + const (4.5)
P

Utwoérzmy teraz forme:
EdIZ = Fldllfl + FQdSEQ + F3dZE3

Poniewaz obowiazuja réwnania (77), to powyzsze wyrazenie jest rézniczky pewnej funkeji
P
Fidx; = d®

Wynik catkowania tej formy rézniczkowej nie zalezy od linii, wzdluz ktérej prowadzimy
catkowanie.

W przypadku zmiennej gestoSci sytuacja jest trudniejsza: mamy dwa niewiadome pola
skalarne - ci$nienia i masy wtasciwej. Pola te sa powigzane rownaniem stanu zawiera-
jacym dodatkowo temperature. Okazuje sie, ze mimo tych komplikacji mozna otrzymac
warunek konieczny i wystarczajacy réwnowagi ! Moze to by¢ jednak réwnowaga nietrwala,
czyli taka, ktore przestaje istnie¢ przy pojawieniu sie nawet dowolnie stabego zaburzenia.
Taka réwnowaga nie ma znaczenia fizycznego. Oprécz réwnowagi nietrwalej i trwalej (w
przypadku réwnowagi trwalej pojawiajace sie zaburzenie samoistnie zanika) rozwaza sie
jeszcze rownowage obojetna, w ktérej wprowadzone zaburzenie pozostaje niezmienione.
Dobrym ideogramem tych trzech form réwnowagi jest schemat kulki w polu cigzenia:

o @

.
(a) (b) (c)

Rysunek 4.1.
(a) Réwnowaga trwala.
(b) Réwnowaga obojetna
(¢) Réwnowaga nietrwala

W kazdym z pokazanych na rysunku przypadkow rozwazamy zaburzenia ograniczone.
Mozna bowiem sobie wyobrazi¢, ze np. za wzniesieniem wystepuje gtebokie zaglebienie
odpowiadajace rownowadze trwaltej - ale juz w innej konfiguracji.

Przeniesmy przedstawiona idee na przypadek réwnowagi hydrostatycznej. Wyznaczymy
warunek istnienia réwnowagi obojetnej i, nastepnie, warunek trwalosci réwnowagi. Oczy-
wiscie, rozwazamy rownowage wzgledem maltych zaburzen.

Wyobrazmy sobie, ze przy réownowadze obojetnej przesunieto dwie porcje ptynu zamie-
niajac ich polozenia. Nie zmieni to réwnowagi. Jesli ponowimy zamiane powracajac do

O(pFy) _ 8(pFi)

ox; Oz
zymy otrzymane zwiazki przez F; (j # i, j # k, 4 = k nie jest interesujace) to otrzymamy warunek

1 Jesli napiszemy réwnania = 0 i obliczymy pochodne iloczynéw, a nastepnie pomno-
konieczny réwnowagi: F.rotF = 0. Jest to zarazam warunek dostateczny czyli catkowalnosci formy
pFrdx, = d¢, czyli istnienia rownowagi hydrostatycznej. Patrz - np. “Réwnania rézniczkowe” W. W.
Stiepanow, PWN, Warszawa 1956
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polozenia pierwotnego - ale by¢ moze inng droga - to stwierdzimy, ze nie zaszly jakiekol-
wiek zmiany i réwnowaga obojetna trwa nadal. Zawarty w obydwu porcjach ptyn podlegat
podczas przemieszczen przemianom termodynamicznym. Poniewaz powrdt do polozenia
wyj$ciowego nie zmienit stanu termodynamicznego, to zachodzace przemiany byty odwra-
calne. Odwracalno$¢ oznacza stalos¢ entropii kazdej dowolnej porcji ptynu - a wiec statosé
entropii wlagciwej.?2 Otrzymali$my pierwszy warunek konieczny wystepowania réwnowagi
obojetnej: w ptynie entropia wlasciwa jest wszedzie taka sama, czyli, w skrécie, jedno-
rodna.

Wykorzystamy teraz réwnanie Gibbsa: T'ds = di — %dp by znalez¢ dogodna postaé row-
nania rownowagi. Poniewaz entropia jest stala, wiec mozna napisac:

1
0=di— 7dp’s:const
P
co w postaci rownowaznej jest zwigzkiem pomiedzy gradientami
1 )
—gradp|s = gradils (4.6)
P

Symbol i oznacza entalpie wlasciwa

i:u—l—g:cvﬁ—i—g:c}ﬂ (4.7)
p

P

Réwnanie réwnowagi moze byé teraz przepisane nastepujaco (?7) napiszemy

—

F = gradi
co implikuje druga czes¢ warunku koniecznego istnienia rownowagi:
rotF = 0

Dowdd, iz s = const jest wraz ze znikaniem rotacji pola sitowego warunkiem dostatecznym
pozostawiamy zainteresowanym.
W efekcie przeprowadzonych rozwazan otrzymalismy zwiazek:

i = const+ ¢ (4.8)

rownowazny wyrazeniu okreslajagcemu temperature:

0 = 6+ ¢ (4.9)

Cp
Stata catkowania nazwaliSmy 6. Jest to temperatura w miejscu zerowej wartosci poten-
cjatu ¢. (Funkcja @ jest okreslona z doktadnoscia do stalej addytywnej. Mozna przyjaé, ze
ma zerowa warto$¢ w “dogodnym* miejscu.) Przypomnijmy jeszce, ze ¢, = %R, ke, = ¢
a k jest wyktadnikiem izentropy. Stala gazowa indywidualna R wigze sie z uniwersalng
stala gazowa B (B = 8315%) wzorem R %, a 1 jest masa kilomola. Przypadek stalosci

Zentropia jest wielkoécig ekstensywna, dla dowolnego ciata wyrazamy ja calka z entropii wlasciwe;j.
Stosujemy znany lemat o gubieniu calek.
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p okreslony réwnaniem (?7) wynika oczywiscie z warunku ogdlniejszego, waznego dla do-
wolnej gestosci. Otéz - podstawiajac do réwnania Gibbsa wyrazenie okreslajace entalpie

7 otrzymamy
1
0=du + pd <>
p

Poniewaz p = py = const, to u = const i dalej i = £ 4 const, co po podstawieniu do
rownania okreslajacego entalpie poprzez potencjat pola sitlowego sprowadza je do przy-
padku omawianego na wstepie. Jak widac, dla réwnowagi ptynu o stalej masie wlasciwej
konieczna jest jednorodno$¢ entropii s, co uprzednio, przy zalozeniu statej gestosci ptynu,
byto pominiete. Dysponujac znanymi zwigzkami pomiedzy parametrami termodynamicz-
nymi obowiazujacymi dla stalej entropii i réwnaniem (??)mozemy napisaé

5\

= 14— 4.1

p=m(1+ ) (4.10)
5\

= 14+ — 4.11

p=n(1+ 5] (@11

Pierwszy z tych wzoréw moze by¢ uzyty do okreslenia zmian cisnienia w atmosferze dla
raczej niewielkich zmian wysokosci przy réwnowadze obojetnej i temperaturze opisanej
réwnaniem (?7). Nie uwzgledniliémy bowiem promieniowania stonecznego i podczerwo-
nego powierzchni Ziemi oraz przemian fazowych zwigzanych z parg wodna® Jesli zatozy¢,

ze # = 0, = const to biorac k — 11 k% = r — 00 otrzymamy

1
. o \° ¢
= l T—00 1 - —_—
P = Dot~ <+xR00 PoEP\ R,

Jest to tak zwany “wzdér barometryczny“ okreslajacy cisnienie w polu potencjalnym i w
stalej temperaturze.

7 wyrazenia (?77?) i stwierdzenia, ze gesto$¢ p jest proporcjonalna do liczby czastek sktad-
nika mieszaniny wynika zaleznos¢:

1
k—1
cp00

n nazywamy gestoscia liczbowa czasteczek skladnika mieszaniny. Wyrazenie to pozwala
przeanalizowac¢ wazny proces techniczny. Jak wiadomo, rozdzielenie izotopow nie jest moz-
liwe na drodze chemicznej. Jednym ze sposobdw ich rozdzielenia wykorzystywanych w
przemysle jest uzycie wirowki. W wirujacej mieszaninie czasteczki gazu zawierajace lzej-
szy izotop gromadza sie w sasiedztwie osi wirowania urzadzenia. Nalezy uzywacé takiego
zwigzku chemicznego, w ktorym oprécz separowanego pierwiastka wystepuja lekkie inne
sktadniki. Wtedy masy kilomolowe - a wiec i state gazowe oraz wyrazenia C}% maja wzgled-
nie duze réznice wartosci. Drugg przestanka efektywnosci jest utrzymywanie mozliwie ni-
skiej temperatury.

3Podstawiajac ¢ = —gz, co odpowiada grawitacji, otrzymamy % ~ 0.0098%{. Rzeczywisty
spadek temperatury wynosi nieco wiecej, bo ok. 0.01 %.Dokladniejsze parametry atmosfery Ziemi opisuja
tabele tzw. ATMOSFERY STANDARDOWED.

4Problemem jest wzbogacenie uranu naturalnego w lekki, “wybuchowy® izotop U2??>.W uranie na-
turalnym dominuje U?38(99.28 procent). Inny izotop U?** wystepuje w $ladowych ilociach. Réwniez
wybuchowy U233 jest wytwarzany sztucznie, w reaktorach jadrowych.
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Jak sie okaze, dowolne utrzymywane sztucznie pola temperatury moze doprowadzi¢ do
rownowagi nietrwaltej i w rezultacie pojawienie sie ruchu, co niweczy proces rozdzielania.
Dodajmy jeszcze, ze nieodpowiednie dla réwnowagi pole temperatury powoduje ruch na-
zywany konwekcja naturalna. Warunek wystepowania réwnowagi trwalej i - granicznie -
obojetnej jest wiec warunkiem niewystepowania konwekcji naturalnej.

Rozwazmy plyn w réwnowadze i ponownie myslowo przesunmy jego porcje. Zmiane ci-
$nienia powoduje tylko ta sktadowa przesuniecia, ktéra jest zgodna z kierunkiem pola
sitowego. Rozwazane przesuniecie powoduje zmiane gestosci. Obliczmy ta zmiane

9 o
dp = ((;9) dp + <8§> do (4.12)

Jesli przesuniecie ma miejsce w réwnowadze obojetnej, to

0 0
dp =dpls = <8]p)> dp|s + <8g> db|s

Indeks |5 oznacza, ze przyrosty parametréw uzytych jako zmienne niezalezne odpowiadaja,
statosci entropii. Dla rownowagi trwatej odpowiednia zmiana gestosci jest rowniez okre-
§lona wzorem(?7), natomiast pochodne w nawiasach oblicza sie na podstawie réwnania
p = p(p,0), czyli na podstawie odpowiednio zapisanego réwnania stanu termodynamicz-
nego. Dla gazu doskonatego bedzie to réwnanie Clapeyrona p = £5. Obliczone pochodne
nie zalezg od tego, jaka przyjeto dodatkowa hipoteze dotyczaca réwnowagi. Dalej: w obu
przypadkach zachodzi to samo réwnanie réwnowagi, a wiec zawsze wystepuje ten sam
przyrost cisnienia:

1 —
dp =dp|s = ;dF-F

Odejmujac dp|s i dp otrzymamy réznice zmian gestosci w réwnowadze obojetnej i w réw-
nowadze trwatej:

— _ 9 6|, — do
Jezeli dp|s > dp to przemieszczona porcja pltynu samoistnie, zgodnie z definicja réwnowagi
trwatej, powrdci do polozenia poprzedniego. Dla wiekszosci substancji pochodna dp/06
jest ujemna®, to warunkiem trwalosci réwnowagi jest nieréwnoscé

df > df|s

Przypominamy, ze rozwazane rozniczkowe przyrosty temperatury zachodzg wzdtuz kie-
runku wyznaczonego przez pole sitowe. Poniewaz znamy rozktad temperatury dla réwno-
wagi obojetnej (?7), to
do| s
P
gwarantuje réwnowage trwalg. Symbol |z oznacza przyrost skalaréw wzdiuz linii wy-
znaczonej przez lokalny kierunek pola sitowego. Jest oczywiste, ze w kierunkach prostopa-

d@’ﬁ >

(4.13)

dtych do F' temperatura musi pozosta¢ stata. Dla atmosfery ziemskiej, gdzie ¢ = —gz =
—gz3 (08 x5 kierujemy przeciwnie do ciazenia, czyli “do gory“) otrzymamy nieréwnosé
do k—1
& _(k=1g (4.14)
dz kR

5Qdstepstwem cechuje sie woda dla temperatury z przedziatu 0° — 4°. Ma to istotne znaczenie dla
zycia pod lodem.
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gwarantujaca niewystepowanie lokalnych ruchéw pionowych w atmosferze. W skrajnym
przypadku - inwersji- temperatura rosnie z wysokoscia, Nad powierzchnig Ziemi pojawia
sie zjawisko nazywane smogiem. Nie potrafimy zwalczaé¢ go aktywnie.



Rozdzial 5

Dynamika plynéw

5.1 Ptlyny nielepkie

Pierwsza teorig przyblizong, ktéra poznamy, jest tak zwana teoria ptynu nielepkiego. Aby
otrzymacé opis takiego - hipotetycznego - pltynu trzeba zalozyé¢, ze

pu=0, p=0 (5.1)
Tensor naprezenia ma sktadowe zalezne wylacznie od cisnienia:
Tha = —poga <— T = —p-1 (5.2)

Zauwazmy, ze okresSlenie T nie zalezy od ruchu. Sity wewnetrzne - tylko ci$nienia - w spo-
czynku i w ruchu sa zawsze prostopadte do powierzchni, na ktorg dziatajg. Méwimy wtedy
o braku tarcia. Tarcie powoduje wystepowanie sktadowej stycznej silty powierzchniowej.
W ptynie pozbawionym lepkosci sktadowej tej nie ma.

Réwnanie ruchu otrzymamy podstawiajac zerowe lepkosci do réwnania (3.24). Otrzymu-
jemy:

— =pF,— — (5.3)
To samo réwnanie zapisane wektorowo ma postac¢ nastepujaca:

pd—v = oF — gradp (5.4)
dt

Nazywamy je rownaniem Eulera.

Zastandéwmy sie teraz nad réwnaniem energii. Zalozenie zerowej lepkosci wymaga pewnej
analizy. Dotyczy ona mechanizméw tarcia w ptynach. Efekt tarcia wynika z wlasciwosci
molekularnych substancji. Jak wiadomo, w gazach odleglosci miedzyczasteczkowe wie-
lokrotnie przekraczaja dystans istotnego oddziatywania sit przyciggania lub odpychania
(gdy odlegtosci miedzy czasteczkami sa male). Wobec tego mozna uwazaé, ze ruchy cza-
steczek sg - w wiekszosci przypadkéw - niezalezne, a ich wzajemne oddzialywanie zachodzi
jedynie podczas przypadkowych zderzen. Zderzenie oznacza zblizenie czastek na odlegtosc
istotnego wzrostu sity miedzyczasteczkowego odpychania. Przy matej wzajemnej odlegto-
sci sita ta wzrasta do wielkich wartosci radykalnie zmieniajac ruch zblizajacych sie do
siebie czasteczek. Istotna zmiana ruchu zblizajacych sie czastek to zderzenie. Zachowany
jest wtedy taczny ped i energia, a srodek masy uktadu nie zmienia swego ruchu.
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Przypusémy, ze w poruszajacym sie gazie predkos¢ zmienia sie wraz z potozeniem. Wydzie-
limy myslowo dwie bliskie sobie warstwy. Wystepuje réznica ich predkosci. Przez predkosé
rozumiemy ruch usredniony zbioru czastek tworzacych warstwe w otoczeniu danego miej-
sca. Ale poruszajace sie ruchami przypadkowymi czasteczki gazu przemieszczaja sie row-
niez miedzy warstwami. Wobec tego dochodzi do wymiany pedu pomiedzy warstwami.
Makroskopowym opisem tej wymiany jest zalezna od predkosci odksztalcenia - a wiec
pochodnych predkosci - sita tarcia. Przekazywanie pedu odbywa sie przez zderzenia z cza-
steczkami w warstwie, do ktorej trafity przemieszczajace sie czasteczki z innej warstwy. W
zderzeniach takich wymieniana i przekazywana jest réwniez energia. Miara energii kine-
tycznej przypadkowego ruchu molekut jest temperatura. Wymiana energii przez wymiane
czasteczek o réznych predkoScich ruchu chaotycznego to w makroskopowym opisie prze-
wodzenie ciepta. Jesli zaniedbamy lepkos¢, a wiec efekty zwiazane z wymiang pedu, to
trzeba rowniez zaniedbaé przewodzenie ciepla.

Dla cieczy mechanizm powstawania naprezen stycznych jest catkowicie inny. Odleglosci
miedzyczasteczkowe sa na tyle mate, by sity miedzyczasteczkowe mialy znaczace wartosci.
Czasteczki przyjmuja taka konfiguracje, by sity te wzajemnie sie redukowaly. Méwimy,
ze ciecz ma strukture quasikrystaliczna. Deformujaca sie ciecz zaburza taka strukture, co
wiaze sie z powstaniem makroskopowych sit wewnetrznych. Temperatura jest miarg ener-
gii zwiazanej z drganiami czasteczek wzgledem polozen réwnowagi. Zaniedbanie lepkosci
oznacza zalozenie, ze nie zachodzg zmiany mikroskopowej konfiguracji czasteczek. Zatem
plyny nielepkie nie powinny przewodzi¢ ciepla.

Nawiasem mowiac: zwiekszenie temperatury gazu oznacza wzrost energii kinetycznej ru-
chow cieplnych i tym samym wzrost wymiany pedu. A to manifestuje sie wzrostem lep-
kosci'.

Dla cieczy wzrost temperatury oznacza wzrost energii drgan czasteczek w sieci pseudo-
krystalicznej. Taka “rozedrgang” sie¢ tatwiej zaburzy¢. Lepkos¢ w tym wypadku maleje.
Wracajac do gléwnego watku piszemy: ¢ = 0. Brak przewodzenia ciepta oznacza znikanie
wektora przewodzenia ciepta i, wobec tego, réwnanie energii (2.51) zapisujemy nastepu-

jaco:

Pac\ 2
ZaniedbaliSmy w tym réwnaniu ). Wydaje sie, ze przy zalozeniu braku przewodzenia cie-
pta istnienie wewnetrznych zrédel ciepta moze doprowadzi¢ do wielkich trudnosci, gdyz
przy “ braku odptywu® wydzielonego ciepta temperatura mogtaby sie nadmiernie pod-
niesc.
Rozwazmy teraz tensor naprezen. Z pelnej formy tego tensora pozostal wytacznie sklad-

nik ci$nieniowy —pl. Dla pelnego opisu ruchu trzeba jeszcze napisa¢ rownanie cigglosci i
zdefiniowaé¢ zalezno$ci termodynamiczne miedzy energia wewnetrzng i gestoscia.

d (v 3
<U +u> = pF -7 — diw(pd) (5.5)

5.2 Calki ré6wania Eulera i ro6wnania energii

Przyjmujac pewne zatozenia mozna znalez¢ tzw. calki pierwsze réwnania Eulera i réwna-
nia energii. Okreslenie “caltka pierwsza“ réwnania rézniczkowego oznacza zwigzek pomie-
dzy funkcjami i ich pochodnymi nizszego rzedu niz wystepujace w rownaniu. Réwnania

1Skala predkoéci molekularnych jest proporcjonalna do pierwiastka kwadratowego z temperatury. W
przyblizeniu - u ~ VT
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sg rzedu pierwszego, wiec ich catki pierwsze nie bedg zawieraty pochodnych.
Znamy dwie caltki rownania Eulera. Pierwsza nazywa sie “rownaniem Bernoulliego”, a
druga catka Cauchy’ego - Lagrange’a.

Podajmy zalozenia prowadzace do tych réwnan:

e potencjalnosé¢ pola sit masowych F co 0ZNnacza, ze F= grad ®,

e barotropowo$¢ plynu, to znaczy zaistnienie zwiazku wytacznie pomiedzy ci$nieniem
i masg wlasciwg

p=rp(p) (5.6)

Jak wiadomo z termodynamiki dla substancji jednosktadnikowej i jednofazowej zachodzi
rownanie stanu przedstawione ponizszym zwigzkiem:

p=pp0) (5.7)

Jesli z géry znana jest przemiana termodynamiczna tzn. inny zwiazek pomiedzy para-
metrami termodynamicznymi to mozna wyrugowac¢ z obydwu temperature 6 i otrzymac
réwnanie (77).

Przeksztalémy réwnanie Eulera wykorzystujac barotropowosé i potencjalnosé sil maso-
wych. Wprowadzamy funkcje ci$nienia taka, ze:

dp

dP(p) = m

(5.8)

Gdy zrézniczkujemy to réwnanie po zmiennych przestrzennych otrzymamy

oP(p) 1 Op

dra  p(p) 0o’

Wykorzystujac powyzsze przeksztatcenie mozemy napisa¢ réwnanie Eulera w nastepujace;j
formie: .
dv
== grad [P — P(p)] (5.9)
Catka Cauchy’ego-Lagrange’a dotyczy ruchéw, w ktérych pole predkosci ma potencjal, to
Znaczy
U= gradyp (5.10)

i moze zaleze¢ od czasu.
Przepiszmy teraz pochodng substancjalng dla potencjalnego pola predkosci

doy _ vy O _ D9 0p 0 Dp _

0 (0p, 0p O \_ 0 (0p v
Zamienilismy tu kolejnos$¢ rézniczkowania i zauwazyli, ze iloczyn pochodnych potencjatu

¢ daje, po zsumowaniu wzgledem ¢, kwadrat predkosci. Uzywajac pochodnych zamiast
gradientu w (??) otrzymamy

0 [0p o2 0
— =+ — b - P 11
B [at * 2] [® - 7] (5.11)
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Réwnosc¢ ta oznacza, ze wyrazenia w nawiasach kwadratowych moga sie rézni¢ - co naj-
wyzej - o funkcje zalezna wyltacznie od czasu. Zatem mozemy napisac:

dp  v?

T4 L P(p)—d = f(t 5.12

2+ P) - @ = (1) (512
Jest to wlasnie “catka Cauchy’ego Lagrange’a”. Funkcja f(¢) nie zalezy od polozenia, a
wiec “zmienia sie jednakowo w calym obszarze ruchu”. Jesli ruch nie zalezy od czasu w

sposéb bezposredni to %—f =01 f(t) = const. Dostajemy w takiej sytuacji réwnanie

2
% + P(p) — ® = const (5.13)

Stata const jest wszedzie taka sama.
Réwnanie Bernoulliego otrzymujemy dla ruchu ustalonego. Piszemy w tym wypadku réw-
nanie FKulera dla sktadowych:

Sy 0
' 83@ N al'k;

[P(p) — @]

i mnozymy je przez vy (sumowanie bedzie wzgledem indeksu k):

ale

Zauwazmy tez, ze

O (N, 0N _ O
vl(‘?xi 2 ) va 0r, ) 2 — Uk 0xy,

Tym samym mozna napisac:

o [v? . v?
vkaxkl2—i—P(p)—<I>] =7 grad <2+P(p)—<1>> =

Réwnanie to oznacza prostopadios¢ wektora 71 wektora (% + P(p) — CI)). Skoro gradient
wyrazenia w nawiasie jest prostopadty do predkosci, to

2
% + P(p) — ® = const|;pradu (5.14)
bo kierunek predkosci jest zgodny z kierunkiem stycznej do linii pradu. Prostopadtosc
gradientu do danej linii odpowiada stwierdzeniu, ze rézniczkowana funkcja zmienia sie w
kierunku prostopadtym, natomiast wzdtuz linii pradu nie ulega zmianom (rzut gradientu
na ta linie jest zerowy).

Powyzsze réwnanie (?7) jest nazywane réwnaniem Bernoulliego. Poréwnajmy je z wypro-
wadzonym juz wezesniej réwnaniem Cauchy - Lagrange’a (?77). Zauwazmy, ze dla przy-
padku ruchu potencjalnego stala wystepujaca w réwnaniu (C-L) ma taka sama wartos$é
wszedzie. Dla ruchu niepotencjalnego stata Bernoulliego (tak sie nazywa const w (?7)) jest
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zachowana na linii pradu, a dla ruchu potencjalnego ma taka sama warto$¢ na wszystkich
liniach pradu. Z tego wynika, ze ruchy potencjalne i ruchy niepotencjalne istotnie réznia
sie.

Mozna udowodni¢, ze
2

0
vka—xkﬁ = grad% — 7 X rotvd (5.15)

Tozsamos¢ ta pozwala napisa¢ rownania Eulera tak:

ov v?
— — ¥ X rotv+grad |— + P(p) —®| =0
ot 2
Zaktadamy przy tym barotropowos¢ i potencjalnosé sit masowych. Oznaczmy symbolem
B wyrazenie w nawiasie kwadratowym:
2

B= % +P(p)— (5.16)

To suma energii kinetycznej wtasciwej, energii potencjalnej wtasciwej i wielkosci P(p). Ta
ostatnia wielko$¢ jest tez pewna postacia energii. Jesli B jest stala (wszedzie taka sama)
to jej gradient jest zerem i wtedy

g: —Uxrotv=0
Gdy ruch jest ustalony, to 7 x rot 7 = 0 (bo 2 = 0) Wykluczajac przypadek & = 0 mamy
rot v = 0 lub wszedzie prostopadlaé¢ wektoréw o' i rot v. Prostopadtosé musi zachodzié
tam gdzie rot v # 0. Mozemy stwierdzi¢ : jesli stala w réwnaniu Bernoulliego jest taka
sama dla wszystkich linii pradu, to albo rot# = 0 albo wektor ten jest prostopadly do
wektora predkosci. Prostopadto$é zachodzi wszedzie, gdzie rot v # 0. Moze tak by¢ tylko
wtedy, gdy rotacja predkosci nie znika na powierzchni, a nie w obszarze tréojwymiarowym
(na linii dla ruchu na plaszczyznie). Taka powierzchnig jest - na przyktad - powierzchnia
utworzona przez punkty materialne ptynu sptywajace ze skrzydta samolotu albo z topatki
turbiny.
PrzejdZzmy teraz do réwnania energii (??). Zakladamy potencjalno$é sit masowych Fi
korzystamy z definicji pochodnej substancjalnej potencjatu:

dd 0P 0P .
—=—+40-grad ®=—+7-F
7t ot +v-gra gD +v
Dostajemy wtedy:
~, dd 09
F-v=pv- d®=p|—— — 5.17
pl'-i=pi- gra p[dt 825] (5.17)
Energia wewnetrzna wtasciwa u wigze sie z entalpia
_.,_P
u=1—=
p

Obliczmy teraz pochodng czasowa energii wewnetrznej

d, _ 4, _p\_ di dp pdp
Pac = Pa —f

dt  dt +Edt



5.2. Catki réwania Eulera i réwnania energii 57

A nastepnie pochodng substancjalng cisnienia

dp _ Ip

op -
il 8t+v gmdp—f—{—dzw( U) — p diwv

ot

Zapiszmy to samo uzywajac zapisu skroconego:

o O D
+ alL’k (pUk)

ap i AT & avk
dt ot "oz, ot

b alL’k
Na mocy réwnania ciaglo$ci dostaniemy

d
d—f = —pdiwv

Potaczmy podane wyzej wyrazenia i wstawmy je do réwnania energii. Otrzymamy wtedy:

d (v? od 8p
O | = 5.18
Pt ( - ) Por T (5.18)
Dla ruchu ustalonego 7 8—‘1’ = (. Ponadto, jesli ruch jest ustalony to z réwnania ruchu

wynika, ze gradient Clsnlenia - a wiec 1 ciSnienie nie zaleza od czasu. Zatem réwniez

‘Z’t’ = 0. Uwzgledniajac te informacje mozemy zapisac:

2
7 grad <”2 i c1>) ) (5.19)

7 powyzszego rownania wynika, ze w kierunku wyznaczonym przez wektor predkosci - a
wiec wzdtuz linii pradu - wyrazenie w nawiasie jest stale:

’U2

5 +1i — @ = const|pradu (5.20)
Wyrazenie
v?
S ri-d=c (5.21)

jest energig jednostkowej masy. Ta wielkos¢ - przy podanych zatozeniach - jest stata wzdhuz
linii pradu. Jesli poréwna¢ B i e to stwierdzimy, ze

P(p) =1+ 00n3t|l.pmdu (522)

(Stala wynika z odjecia dwu innych wielkodci statych dla linii pradu.) Nieznana stala
usuwamy rozniczkujac powyzsze rownanie

dP = di

Przypomnijmy sobie, ze funkcja cisnienia dP = dp/p (réwnanie 7?) i wobec tego
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Jednoczesnie rozniczka ciepta wymienianego w przemianie rownowagowej ma postac:

dg="Tds = di — d—p
p
Mozna wywnioskowaé, iz rownoczesne spetnienie rownania Bernoulliego i réwnania wyra-
zajacego zachowanie energii implikuje izentropowos¢. Zauwazmy tez, ze s = const impli-
kuje P = i + const. Mozemy sformutowa¢ nastepujace stwierdzenie: jesli z trzech poniz-
szych zdan

e zachodzi réwnanie Bernoulliego
e zachodzi zachowanie energii
e przemiang termodynamiczng jest izentropa

dwa sa prawdziwe, to trzecie rowniez jest prawdziwe.

Sytuacja, w ktorej warto$¢ energii e jest taka sama na zbiorze linii pradu wychodzacych
z pewnego obszaru jest nazywana “ruchem homoenergetycznym”. Taki ruch moze im-
plikowaé¢ bezwirowos¢. Wystarczy by przemiang termodynamiczng byla izentropa i aby
entropia byla identyczna na wszystkich liniach pradu. Wtedy - na mocy przeprowadzone;j
dyskusji - mamy rotv’ = 0 i, tym samym, potencjalnosé pola predkosci.

5.3 Reakcje dynamiczne

Reakcjami dynamicznymi nazywa sie sity z jakimi dziata ptynacy ptyn na kontaktujace sie
z nim cialo sztywne. Wyznaczenie tych sil jest proste wtedy, gdy znany jest ruch ptynu.
Wystarczy zastosowaé twierdzenie o zmianie pedu ukladu materialnego. Ukltad tworzy
ruchomy ptyn, a dzialajace na niego sity ( od kontaktujacych sie z nim cial statych)
zmieniaja ped. Znajac ruch znamy zmiane pedu, a wiec i dziatajace sily.

Przystepujemy do rachunkéw. Zaniedbujemy grawitacje, gdyz na ogdl nie zmienia ona
istotnie sit. Zapiszmy réwnanie cigglosci pomnozone przez predkos¢ i réwnanie ruchu:

dp 0
Uaa + Uaaiwk (p?)k> =0
Bv, o 0Ty 0 Tk,
I Pl T PR T

Napisaliémy réwnanie w formie indeksowej. Sumowanie odbywa sie wzgledem k. W pierw-
szym réwnaniu diwergencja pv to: diw (pv) = % (pug). Mnozymy je przez v,. W drugim
rownaniu napisanym dla sktadowej v, mamy sumowanie wzgledem £ po obydwu stronach
znaku réwnosci. Tensor Tk oznacza cze$¢ lepka tensora naprezenia. Po dodaniu otrzy-
mamy:

0 0 oTL,

a(pva) + a—xk(pvavk + Ogab) =

To nowa posta¢ réwnania. Nazywamy ja “zachowawcza”’. Wielko$¢ pv,vg + 0o p nazywana
jest tensorem strumienia pedu. Oznacza si¢ go - na ogdt - litera II:

2
or, (5.23)

ok = puavr + Okap (5.24)
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Jest to tensor symetryczny, bo I, = Ilg,.
Przeniesmy teraz d0,p na prawa strone powracajac do postaci wyjsciowej naszego réwna-
nia;

0 0 0T
—(pva) + =— (pvovg) = 5.25
57 (PVa) + T (pvav) o2, (5.25)
Dla ruchu ustalonego pochodna czasowa znika. Pozostaje:
0 0T,
—(pvavg) = 5.26
o) = 5 (526)

Wezmy zamknieta powierzchnie A bedaca suma czesci szczelnej Ag ( to brzegi cial statych
takich jak na przyktad rury) i otworéw A;, As,... przenikalnych dla ptynu. Lacznie Ay +
Al + Ay + ... jest powierzchnia zamknieta. Normalna 7 jest skierowana na zewnatrz.

Rysunek 5.1. Powierzchnia zamknieta # otworami przenikalnymi dla ptynu
Twierdzenie GGO pozwala napisaé¢

0

—(...)dQ2 = ng(...)dA
/umetrze al'k;( ) Ag+A1+As+... k( )

Przeksztalémy w taki sposéb réwnanie(?7?). Po lewej stronie réwnania pojawi sie w calce

powierzchniowej wyrazenie

Nk PUR Vo = PUa(NEVE) = puo (T - 1)

lloczyn 7 - ¢ znika na szczelnej czeSci powierzchni.
Po prawej stronie mamy (po uzyciu GGO):

Nk Tade = / ? Tak ds2 (527)

Ar+Az+... wnetrze al'k;

/ TLnTak dA +
Ao

Pierwsze wyrazenie to sita dziatajaca na plyn na szczelnej czesci powierzchni. Prze-
ciwna do niej - to reakcja. Nalezy jeszcze uwzglednié¢ ci$nienie na zewnatrz powierzchni.
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Zaktadamy, ze jest stale. Oznaczmy je p,. Stale ci$nienie na zewnatrz zamknietej po-
wierzchni daje zerowa site. Mozemy to zapisa¢ nastepujaco:

/ Ne Po dA + NapodA = 0 (5.28)
Ao Ar1+As+...

Dodajmy do siebie réwnania (?7)+ (?7?), skorzystajmy z (?77?) i zapiszmy wyrazenie dla
sktadowej reakcji R,

“Ro+ (T + Napo) dA = / p (7 - 7) va dA
Ay+As+... Aj+As+...
Z reguty pomija sie sktadnik lepki w “otworach” pozostawiajac tam cisnienie. Oznacza to,
ze przez “wloty”i “wyloty” ptyn ptynie strumieniami zblizonymi do jednorodnych. Z ten-
sora naprezenia zostaje nam skladnik ci$nieniowy. Dostaniemy zatem Ty = T —pdar =
—POak Oraz nk(—p5ak) = =Pk Oak = —NaP-
Pod calka z lewej strony réwnania dostajemy zatem wyrazenie —n,p+nqepo = —na(p—po)-
Gdy przeniesiemy przeksztalcony czton cisnieniowy otrzymamy koncowy wzér na reakcje
dynamiczna:

Ro = /A o Dol D)+ ma(p — po)] A (5.29)

Oczywiscie w sytuacji znaczacej niejednorodnosci strumieni ptynu w o6tworach” A, A,
itd, trzeba uwzgledni¢ skladniki lepkie. SzczeSliwie sa to sytuacje szczegdlne. Z reguly
obszar niejednorodno$ci strumieni jest niewielki i dotyczy sasiedztwa brzegu strumieni.

5.4 Ruch cieczy przez rure

Ten wazny z technicznego punktu widzenia przypadek ruchu cieczy moze by¢ badany
analitycznie.

Rozwazmy przypadek skrajnie uproszczony, a mianowicie ruch przez “nieskoniczenie dtuga*
rure. Termin “rura® oznacza wnetrze walca o zadanym przekroju. Zakladamy, ze walec
ten jest tak dtugi, iz zalozenie nieograniczonej rozciggtosci dobrze przybliza rzeczywistosc.
Skoro dlugo$¢ przewodu rury jest wielka, to pole predkosci powinno by¢ w kazdym prze-
kroju takie samo. Nie mozna wyrdzni¢ jakiegokolwiek specyficznego miejsca. Kierujemy
0§ x3 = z wzdtuz rury (osie x; = z 1 o = y) ustawiamy w przekroju rury.

Skoro pole predkosci jest takie samo w kazdym przekroju - to nie zalezy od zmiennej z.
Ponadto dla dlugiej rury mozna zalozyé, ze nie wystepuja sktadowe poprzeczne predkosci.
Pozostaje zatem v3 = v, a v;1 = v9 = 0. Réwniez pochodna % = (. Napiszmy rownanie
Naviera - Stokesa w kierunku osi z uwzgledniajac powyzsze fakty. Lewa strona réwnania

rowna jest zero, pozostaje zatem

¢

10 0?v 0%
0=—- op + K el + Wl

p 0z p\Ox dy
Nie napisalismy cztonu %, bo v nie zalezy od z. Réwnanie cigglosci jest oczywiscie spel-
nione. Sprawdzamy to liczac diwergencje pola predkosci v.
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X3

A

Rysunek 5.2. Ruch plynu przez nieskonczenie dtuga rure

PrzenieSmy czton ci$nieniowy naszego réwnania na lewa strone i zapiszmy je w nastepu-

jacej formie
op v 0%
— = — + = 5.30
a; F (8352 + 0y? (5:30)

Pozostale dwa réwnania (w kierunku z i y) - wobec faktu, ze v; = 01 vy = 0 uprasz-

czaja sie do postaci:

10 10

0=  g=_%

p Ox p Oy
Z rownan tych wynika, ze ci$nienie nie zalezy od x i y. Moze zaleze¢ tylko od z. Przeana-
lizujmy réwnanie (?7?). Lewa strona tego réwnania jest funkcja tylko zmiennej z, prawa
strona zalezy natomiast od z i y. Zauwazmy, ze gdy zmieniamy tylko z to nie zmienia
sie prawa strona, lub gdy zmieniamy na przyktad x nie zmienia sie lewa strona. Mozemy
zatem zamiast pochodnej czastkowej po z napisac :

dp _

o, = (= const)

0? 0?
Iz (WJFayQ) v(z,y) = —7 (= const)

Po scatkowaniu pierwszego z réwnan dostajemy

P=po— Yz (5.31)

co oznacza, ze ciSnienie spada liniowo wzdtuz przewodu w kierunku osi z.
Drugie rownanie dzielimy przez u

0? 0? y
= _ L .32
(5 o) o) = =2 (5:32)

Dla punktéw na brzegu - na $cianie rury - ciecz lepka ma zerowa predkosc.

v|brzeg =0 (533)
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Zauwazmy, ze nalezy rozwiazaé¢ réwnanie typu
Av = wielkosc znana

Réwnanie to nazywane jest réwnaniem Poissona z warunkiem brzegowym typu Dirichleta
Vlprzeg = zadana = 0

Problem taki dla dowolnego ksztaltu obszaru (przekroju rury) rozwiazuje sie numerycz-
nie. Dla pewnych prostych ksztaltéw - tatwo znalezé rozwiazanie analityczne. Najprosciej
rozwiagzac¢ problem dla przekroju kotowego.

Zapiszmy laplasjan we wspétrzednych biegunowych. Oto wynik:

10 0 1 02
Av = (T(??”T(%”+7”2802> v(r,@)

W przypadku, gdy brzeg jest symetryczny mozna spodziewaé sie symetrii Srodkowej pola
predkosci. Symetria taka oznacza niezaleznosé pola od kata 6. Zatem czton laplasjanu
pola predkosci, gdzie wystepuje druga pochodna po kacie 6 znika. Uwzgledniajac ten fakt
zapiszmy réwnanie (?77) we wspéhrzednych biegunowych.

Ld dv v

_—r— = ——
rdr  dr I
Catkowanie jest elementarne. Mnozymy powyzsze rownanie stronami przez r i catku-

jemy, a nastepnie dzielimy przez r. Dostajemy wyrazenie na pochodna dv/dr:

dv vy r const

dr — w2 r

Aby wyeliminowa¢ wyniki niefizyczne (dla r — 0 pojawilby sie “szpic“ na wykresie
funkeji v(r) - bo pochodna wielka), przyjmujemy const = 0 i pochodna dv/dr ma rozsadny
przebieg.

Catkujemy ponownie i w wyniku dostajemy:

v=———+18

B jest staly. Obliczamy ja wiedzac, ze dla r = R v = 0. Ostateczny wzor na predkosé
przyjmuje nastepujaca postac:
_ T (p2 2

v = ” (R T ) (5.34)

Ze wzoru wynika, ze pole predkosci ma ksztalt paraboloidy
Obliczmy teraz wydatek
Q= / vdA
przekroj

Catkowanie wykonamy we wspélrzednych biegunowych.
Element pola dA to rdf dr:
dA = rdrdf
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zatem ol R
. Y 2 2
Q—/O /0 @(R — ) rdrdo

Catkowanie wzgledem kata daje czynnik 2I1. Dostajemy wiec

YR 2
= 2[1— R — d
Q 1 to ( r )7" r
W wyniku otrzymujemy

I 1~ D*

Q — JR4 — Y

81 128
D jest oczywiscie Srednica. Zapiszemy ten wynik inaczej, uwzgledniajac fakt, ze v wiagze
sie ze spadkiem ci$nienia:

I |Ap
@= 1281 |Az

To wyrazenie nosi nazwe wzoru Hagena - Poiseuille’a. Doswiadczenie potwierdza go dla ru-
chéw powolnych. Przy ruchu szybkim wydatek jest mniejszy, niz ten wynikajacy ze wzoru.

D* (5.35)

5.5 Doswiadczenie Reynoldsa

Okoto 130 lat temu Osborne Reynolds przeprowadzil proste doswiadczenie. Do przezro-

czystej rury, w ktérej ptyneta ciecz dolal atramentu i obserwowal co sie bedzie dziato.
Okazalo sie, ze dla powolnych przeplywéw (matych wydatkéw) struga uktadata sie jak

na szkicu (ma ksztalt linii prostej réwnolegtej do rury ). Przy wiekszej predkosci (wzroscie

/

STRUGA ATRAMENTU

Rysunek 5.3. Struga dla matych predkosci

wydatku) struga jest pofalowana. Wynika to z faktu, ze pojawiaja sie w tym przypadku
sktadowe poprzeczne pola predkosci. Zaleza one, tak jak i sktadowa wzdtuzna od zmiennej
z (prowadzonej wzdluz rury).

Wyprowadzajac wzor Hagena - Poiseuille’a zaktadalismy, ze pole predkosci :

1. jest ustalone

2. znikaja jego sktadowe poprzeczne
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3. nie zalezy od zmiennej 2
4. ma osiowa symetrie

W przypadku, gdy przeplyw jest szybki (ma duza predkosé) te zalozenia nie sa zrealizo-
wane. Sa one spetnione dla ruchéw dostatecznie powolnych.

Jezeli zwiekszona zostaje predko$é¢ (chociazby przez odkrecenie zaworu) to, dla dosta-
tecznie duzej predkosci Sredniej obraz ruchu jest taki jak na ponizszym rysunku Struga

l ROZMYTA
- STRUGA

Rysunek 5.4. Struga atramentu dla duzych predkosci

atramentu zostaje gwaltownie “rozmyta”’i wymieszana z ptynaca rurg ciecza.

Reynolds znal mechanizm czasteczkowy dyfuzji gazu w gazie. Przypomnijmy to zjawi-
sko. Znajdujace si¢ w nieustannym ruchu cieplnym czasteczki gazu nosnego zderzaja sie
z czasteczkami gazu dyfundujacego. Czasteczki takiego gazu (mowa o gazie dyfunduja-
cym) wykonuja ruchy chaotyczne (na ksztalt ruchéw Browna). W wyniku takich ruchéw
dyfundant rozprasza sie, a predkosé¢ czasteczek dyfundanta zmienia sie losowo.

Reynolds zauwazyl, ze przyjmujac hipoteze o chaotycznej zmiennosci pola predkosci otrzy-
mamy nieregularne, przypominajace rozproszenie dyfuzyjne, “rozmycie“ strugi. To roz-
mycie zachodzi gwattownie. Tak, jak gdyby ruchy dyfuzyjne byly wielce intensywne.
Postulat Reynoldsa byt nastepujacy: przebieg czasowy dowolnej sktadowej predkosci jest
chaotycznie zmienny. Zmiany zachodzg wokét sredniej statej, lub tagodnie zmiennej w
czasie Mozemy napisac:

4 sktadowa predkosci
w wybranym miejscu

rzeczywista

S

Czas

Rysunek 5.5. Wykres zmiany sktadowej predkosci w czasie

v ={(v) +



5.6. Bezwymiarowe réwnania Naviera - Stokesa i podobiefistwo dynamiczne 65

(v) oznacza éredniag czasowaq, a v’ nieduza wielko$¢ losowa (przypadkowa) nazywana
pulsacja. Srednia pulsacji jest zerowa

o) = 0

Powtarzajac do$wiadczenie otrzymamy inng niewielka losowa pulsacje. Srednia nie ulegnie
zmianie.

Jakie sa konsekwencje wystepowania pulsacji?

Nastepuje intensywna wymiana masy, pedu i energii pomiedzy sasiednimi warstwami
ptynu. Ta wymiana (gdy jest ruch - to przy wymianie masy nastepuje wymiana pedu
i wymiana energii) zachodzi przez przenoszenie skonczonych porcji ptynu. Gdy pulsacje
nie wystepuja (ruch jest powolny) wystepuje réwniez wymiana masy, pedu i energii miedzy
warstwami, lecz tylko na drodze wymiany molekut ptynu. Gdy ruch jest szybki i pojawiaja
sie pulsacje wymiana rosnie wielokrotnie, gdyz do zjawisk molekularnych dotacza sie efekt
chaosu kinematycznego.

Reynolds nazwal ruch, w ktérym wystepuja pulsacje, ruchem turbulentnym. Powtérzmy:
jest to ruch, w ktéorym pomiedzy sasiednimi warstwami zachodzi wymiana
masy, pedu i energii na drodze wymiany elementéw plynu (porcji).

W ruchu bez pulsacji wymiana masy, pedu i energii zachodzi na drodze mole-
kularnej. Taki ruch Reynolds nazwal laminarnym. Po pojawieniu sie czutych przyrza-
déw pomiary predkosci potwierdzily hipoteze Reynoldsa.

5.6 Bezwymiarowe réwnania Naviera - Stokesa i po-
dobienstwo dynamiczne

Kazda wielko$¢ fizyczna ma, oprocz wartosci liczbowej swoj wymiar. Wymiar okresla,
czym dana wielkos$¢ jest. Wspélrzedna potozenia punktu w przestrzeni oprocz wielkosci
liczbowej ma wymiar “metréw”, “centymetréow”, lub tez “cali”. Uzycie réznych jednostek
podstawowych zmienia wartosc liczbowsg tej samej wielko§éi. Oczywiscie prawa fizyki nie
zaleza od uzywanego systemu jednostek podstawowych albo systemu miar. Réwnania wy-
razajace prawa powinny dac sie zapisa¢ w sposéb uniwersalny, nie zalezacy od tego, jakie
jednostki podstawowe sg uzywane. Taka posta¢ rownan, ktéra nie zalezy od uzywanych
jednostek nazywa sie postacia bezwymiarowa. Okreslenie wielko$ci bezwymiarowej nie
wymaga podania wymiaru. Wystarczy wielkos$¢ liczbowa. Sadzimy wiec, ze uzycie takich
wielko$ci uprosci rozwazania. Bedzie tez uniwersalizacja zapisu, bo to co zapiszemy obo-
wigzuje w kazdym systemie miar.

Wprowadzimy skale wymiarowe. Beda to skale dlugosci, czasu, predkosci i ci$nienia. Za-
piszemy nastepnie wielkosci fizyczne jako kombinacje skal i wielkosci bezwymiarowych.
Wezmy skale dtugosci, oznaczmy ja symbolem L i zapiszmy wektor dtugosci 7

r=1L-7'

(7' jest wektorem bezwymiarowym).
Podobnie zapiszemy czas

t=T-t'
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dzie t' to czas bezwymiarowy, a T - skala czasu
g
i predkos¢

v=U-7'

(U to skala predkosci ¢/ - predko$é¢ bezwymiarowa).

Czytelnik moze postulowaé¢, by U = L/T. Tak moze by¢ - ale nie musi. Uzywamy
przeciez metréw, sekund a predko$é lubimy mierzy¢ kilometrami na godzine!
Wprowadzimy jeszcze skale ci$nienia pg i ci$nienie bezwymiarowe p’, oraz skale sit ma-
sowych. Ta ostatnia to g - przyspieszenie ziemskie. Sita F jest jednostkowa sita masowsa
(dziata na 1 kg). Jej wymiar wynika z podzielenia jednostki - newtona -N przez kg. W
wyniku dostajemy m/s? i jest to wymiar g.

ﬁ:g-ﬁ'

(F' to bezwymiarowa sila masowa).

Napiszmy teraz réwnanie Naviera- Stokesa podstawiajac wielko$ci wyrazone przez skale i
zmienne bezwymiarowe. (Zakladamy w tym przypadku p = const.. Rachunki sa prostsze,
a wynik taki, jak gdyby p # const. W przypadku zmiennosci masy wtasciwej trzeba
wprowadzi¢ jej skale.)

0 (U Vi I) f 0 ’ f 1 0 f 82 (U Vk ,)
9T + U, (L) (Uw') = gly »O(La) (pop') +v 5 (La:'1>2

Dalsze cztony laplasjanu zostaly wykropkowane, oczywiscie nalezatoby zapisac je w sposob
analogiczny do czlonu pierwszego.

Skale sa stalymi, wiec wyprowadzamy je przed znaki rézniczkowania. Mozna réwniez
podzieli¢ réwnanie przez dowolna kombinacje skal. Podzielmy przez U-U/L = U?/L czyli
czynnik stojacy przy drugim wyrazie po lewej stronie. Dostajemy w wyniku:

( L )(%k’ , 0 , gL ., py Op' v | 0%v' 9%u’ 0%vy !

TV Ly = R
ur) ot' v aa:a'“’“ TN pUQka’+UL 8($1’)2+8(:E2’)2+8(x3’)2

Pojawily sie bezwymiarowe kombinacje skal. Oto one i ich nazwy

L — 1 Gt — liczba Strouhala

UT — St

2L = L Fr — liczba Froude’a
po_ _ 1 — &

T = T Eu liczba Eulera

v _ 1 I

7L = 7 Re liczba Reynoldsa

Napiszmy réwnanie ruchu uzywajac powyzej zdefiniowanych liczb bezwymiarowych:

1 Oug’ , 0 , 1, 1 op' 1
il o —v = —F, - — — Ay’ 5.36
St ot’ v 8xa’vk rrk Euox;,’ +Re Uk ( )

Wiszystkie niewiadome i zmienne niezalezne sa bezwymiarowe, a liczby St, Fr, Eu i Re
nosza nazwe liczb podobienstwa albo parametréw kryterialnych.
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Przypusémy teraz, ze w obszarach podobnych geometrycznie wprowadzono skale, wtasciwe
dla poszczegdlnych obszaréw. Jesli okaze sie, ze liczby podobienistwa beda (w kazdym z
przypadkéw ) takie same, to réwnania dla bezwymiarowych funkcji réwniez sie nie réz-
nia. Rozwigzania réwnani beda identyczne (w swych bezwymiarowych dziedzinach) gdy
dodatkowo takie same beda bezwymiarowe warunki brzegowe i bezwymiarowe warunki
poczatkowe.

Jesli bezwymiarowe funkcje opisujace kompletnie zjawiska sg réwne to mowimy o zjawi-
skach podobnych albo o podobienstwie zjawisk.

W naszym przypadku mamy podobienstwo przeptywéw nazywane czasem podobienstwem
dynamicznym przepltywéw.

Sformutujmy podstawowe warunki jakie musza wystapié¢ by to zjawisko miato miejsce:

e obszary ruchu sa podobne geometrycznie
e liczby podobienstwa sa takie same

e bezwymiarowe warunki brzegowe i bezwymiarowe warunki poczatkowe sa identyczne

Jesli znamy bezwymiarowe pola predkosci, ciSnienia ... itp, to mozna je uznac¢ za opis
klasy zjawisk podobnych.
Jesli mamy bezwymiarowe pole ci$nienia i pole predkosci (tez bezwymiarowe) dla prze-
plywu cieczy przez rure okragta, to pole to mozna zastosowac¢ do wszystkich rur podobnych
geometrycznie przy identycznych liczbach podobienstwa.

Rura o skonczonej dtugosci jest podobna do innej rury gdy przekroje sa podobne i
dhugosci, mierzone wymiarem witasciwym dla przekroju, sa takie same.
Dla rur okragtych mamy podobiefistwo geometryczne gdy Li/D; = Lo/Dy = ... =
Jesli ruch jest ustalony (liczba Strouhala nie wystepuje) i odrzucimy sily zewnetrzne, to
pozostaja liczby Reynoldsa i FEulera. Mozemy wybraé skale cisnienia tak, by liczba Eulera
byta zawsze taka sama.
Niech pg = pU? wtedy Eu; = Euy = 1. Pozostaje liczba Reynoldsa. To jedyna liczba
podobienstwa charakteryzujaca ruch przez dlugg rure.

Re=U - DJv

Bierzemy za skale dlugosci $rednice D rury. U jest predkoscia srednig. Dla malych Re
(< 2300 ) ruch jest laminarny. Z kolei dla Re > 10* wystepuje tylko ruch turbulentny.
Sy dwie krytyczne liczby Reynoldsa. Dla Re < Rey.y 1 Wystepuje w przeptywie tylko
ruch laminarny, dla Re > Repyy 7 tylko turbulentny. W przedziale posrednim mogg ist-
nie¢ albo ruch laminarny albo turbulentny. Podane powyzej wartosci liczb krytycznych
dotycza ruchu w rurze okragtej. Dla innych ksztaltéw wartosci tych liczb sg oczywiscie
inne.

Przy innych rodzajach przeptywu ruch laminarny wystepuje zawsze przy matych
liczbach Reynoldsa, a dla duzych liczb Reynoldsa ruch jest turbulentny.
Zastanéwmy sie teraz nad interpetacja fizyczna liczb podobienstwa.

Okredlmy w tym celu skale “ sity bezwladnosci “ wynikajacej z przyspieszenia konwek-
cyjnego. (Sita bezwladnosci jest pseudosity - dlatego cudzystéw, gdyz wynika z nieiner-
cjalnosci uktadu, a nie z bezposredniego oddzialywania miedzy ciatami fizycznymi.) Jest
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to utamek U?/L o wymiarze m/s®. Zapiszmy teraz kolejne liczby podobiefistwa uzywajac
tej skali:
Liczba Strouhala

St = [5/; = (skala sit bezwladnosci)/(skala sil przyspieszenia lokalnego)

Liczba Froude’a

Fr= Uzg/L = (skala sil bezwtadnosci)/(skala sit masowych)

Liczba Eulera

Eu= pg;é) i) = (skala sil bezwladnosci)/(skala sit ci$nieniowych)

Liczba Reynoldsa

Re = VUUQ/ LLZ = (skala sil bezwladnosci)/(skala sit lepkoSciowych)

Zastandéwmy sie co oznacza okreslenie - mala liczba Reynoldsa?
W takim ruchu sity wynikajace z lepkosci maja duze wartosci, pojawia sie wiec “‘duzy
opér® i zarazem “mocne ttumienie“ wszelkich zaburzen powstalych w ptynie.

5.7 Ruch turbulentny w rurze
Przepiszmy wzér Hagena - Poiseuille’a (77)
I |Ap
= —|=—=| D?
?= sp ‘ Al

i wyznaczmy spadek cisnienia Ap potrzebny do uzyskania ruchu o wydatku Q:

4-32 (Al Q 1
Ap = — | — —
1 D) 11D* D
Predkosé srednia wyrazmy w sposob nastepujacy:
4Q
U=_—=
11D?’

a liczbe Reynoldsa zapiszmy, uzywajac lepkosci dynamicznej o (zwiazek miedzy lepkoscia
kinematyczna i dynamiczna : v = p/p)

UD
Re = 222
]
Wyznaczmy z powyzszego wzoru lepkosé p
_pUD

Re
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i wstawmy ja do wyrazenia na spadek cisnienia. W rezultacie otrzymamy

32 Al
Ap = — pU? —.
P Re PYD
Mozna zapisa¢ to nieco inaczej
pU?\ Al
Ap = A = = .
D (Re) < 5 ) D (5.37)

Czynnik % (jednomian ten wystepuje w réwnaniu Bernoulliego i energii) ma wymiar
ciSnienia, a pozostate wielkosci, tj A i % sa bezwymiarowe. Latwo tez zauwazyc, ze A =
64/Re. Wzér (7?) okresla spadek cisnienia wzdtuz rury. Jest zgodny z doswiadczeniem
dla ruchu laminarnego ta znaczy dla matych liczb Reynoldsa.

Gdy ruch jest turbulentny - to zalozenia prowadzace do wzoru Hagena - Poiseuille’a nie
s realizowane. W wyniku

1. braku osiowej symetrii
2. zaleznosci predkosci od zmiennej wzdluznej
3. istnienia poprzecznych sktadowych predkosci

4. zmienno$ci ¥ w czasie

spadek ci$nienia jest inny niz ten okreslony wzorem (?77).
Aby wyznaczy¢ Ap nalezalo by rozwiaza¢ réwnanie Navera - Stokes’a dla ruchu turbu-
lentnego, wykluczajac uczynione zatozenia. Niestety nie potrafimy tego zrobié¢. Zatem aby
poradzi¢ sobie z tym zadaniem musimy skorzystac¢ z doswiadczenia.
Pewien uczony z Getyngi - Nikuradse dokonal precyzyjnych pomiaréw spadkéw cisnie-
nia wzdtuz rur. Badal rury gtadkie i chropowate.
Z teorii bezwymiarowego réwnania Naviera -Stokesa, biorac za skale ci$nienia wielkosc¢
pU? dostajemy

92 Re '
Oznacza to, iz spadek ci$nienia bedzie zalezal od liczby Reynoldsa i chropowato$ci, czyli
geometrii przewodu (chropowatosé to ksztatt!). Zatem

% 1AII

o _ 0

07~ 92 pU7 = const — f(Re,s)

Niech 2/ = 2/D , Az/D = Al/D a A = 2f.
Otrzymamy wtedy
pU? Al
Ap| = —_
Ap] = ARe,5) - 2

Wiyniki otrzymane przez Nikuradsego przedstawia wykres réwnolegtej do rury ). Skala
logarytmiczna pozwala zmiesci¢ duzy zakres zmiennosci zmiennych. Mozna tez przeksztal-
ci¢ do wygodnej postaci wzory typu

A = const - Re™
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Rysunek 5.6. Wykres Nikuradsego

bo po zlogarytmowaniu mamy
y = In\ = In(const) + m (InRe) = aX

przy oznaczeniu osi symbolami X i Y. Jesli znamy wydatek to tatwo mozemy obliczy¢
predko$¢ érednia i liczbe Reynoldsa. Wyznaczamy nastepnie wspdlezynniki A (nazywane
wspélczynnikami strat na dlugosci przewodu) i obliczamy spadki ci$nienia w po-
szczegolnych odcinkach rury.
Przyjrzyjmy sie réwnaniu energii

pU2 pUQ

P _ = A
5 + 1 5 + p2 + Ap

i zinterpretujmy czym jest spadek ciSnienia. Zmierzone ci$nienie py jest mniejsze niz p;.

SP4
P4 Dexe
C/ /SN/ E/V/,q
P2
—_——
U v

Rysunek 5.7. Spadek ci$nienia wzdtuz rury

Spadek wynosi Ap. Lewa strona (w réwnaniu energii) to energia mechaniczna jednostki
masy w przekroju 1. W przekroju 2 energia mechaniczna jednostki masy jest mniejsza.
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Ubytek wynosi wtasnie Ap. Wyraziliémy zatem ubytek energii mechanicznej spadkiem
ci$nienia. Wynika on z istnienia tarcia lepkiego (wywolanego lepkoscia). Energia mecha-
niczna zostala nieodwracalnie przeksztatcona na ciepto. Nie mozna dokona¢ przemiany
odwrotnej. Powstale cieplo w czesci zostato rozproszone, a w czesci podgrzalo plynaca
ciecz. Energia mechaniczna jest dyssypowana wzdhuz rury. Umiemy ja wyrazi¢ - po prostu
przez spadek ci$nienia co odpowiada réwnaniu (?7?). Powtérzmy je dla przypomnienia

pUQ) Al

> (5.38)

Jesli w rozwazanej rurze istnieje istotna zmiana ksztaltu typu rozszerzenie, zwezenie, za-
wor, filtr czy tez tak zwane “kolanko“ (zakret), to mozna sie spodziewa¢ w tym miejscu
dodatkowego spadku ci$nienia. Ten spadek cisnienia mozna okresli¢ doswiadczalnie. Po-
niewaz wyrazenie pU?/2 ma wymiar ci$nienia, to

pU?
Ap = (—

P =C
¢ jest eksperymentalnie wyznaczonym wspolczynnikiem straty lokalnej. Catkowita zdys-
sypowana energia mechaniczna to suma

U? Al U?
A6dyss = Z </\ ) pT ) D>+Z< p2> (539)
i j

Mozemy teraz napisa¢ proste réwnanie wyrazajace zsumawanie rozmaitych energii.
Otaczamy rure powierzchnig bilansowa i zapisujemy

e1 + Ae, = es + Aegyss (5.40)

Po prawej stronie mamy energie jednostki objetosci cieczy (o masie = p) i energie dostar-
czong przez (ewentualnie dzialajaca) pompe. Po prawej stronie réwnania jest energia es i
energia zdyssypowana wewnatrz powierzchni bilansowej, okre$lona przez wzér (77).
Rozpatrujemy dwa typy zagadnien zwigzanych z przeptywem w rurze. Zaktadamy, ze
znana jest geometria rury, wtasnosci ptynu itp. Pierwsze z zagadnien - proste - polega
na wyznaczeniu przyczyn ruchu wtedy, gdy znany jest wydatek. Przez przyczyny ruchu
rozumiemy roéznice pozioméw, lub roznice ci$nien albo przyrost cis$nienia w pompie. Jesli
znamy wydatek Q plynacy rura, to mozemy obliczy¢ predkosci. Znamy wiec tez predkosci
i odczytane wspélezynniki A. Mozemy zatem policzy¢ Aegyss.

UWAGA

Jesli w miejscu wystepowania straty lokalnej wystepuja dwie rézne predkosci (rura roz-
szerza si¢) to we wzorze Ap = (pU? /2 wystepuje WIEKSZA z dwu réznych predkosci. Po
wyznaczeniu Aegyss mozna tatwo okresli¢ niewiadoma, bo wszystkie wyrazenia w (?7) sa
znane.

Jesli nieznany jest wydatek to nie znamy a priori predkosci, liczb Reynoldsa oraz wspét-
czynnikéw .

Problem jednak daje sie rozwigza¢. Kazda z predkosci mozna wyrazi¢ przez wydatek

40

Ui=—7
wD?

= aQ

a nastepnie obliczy¢ Re;
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Wspélezynniki liczbowe «; 1 §; sa znane. Niestety, nie mozna w latwy sposéb wyrazic¢

wspoétezynnikow A przy pomocy wydatku. Wiadomo jednak, ze przy znacznej zmianie

Re a wiec i znacznej zmianie Q, A nie zmienia sie znaczaco. Postepujemy tak: zaktadamy

wydatek ), obliczamy U;, Re; i odczytujemy A. Znamy pierwsze przyblizenie Ai, A\s. Mamy

rownanie typu

Rei

U? U? U2 AL pU?
1 2 ?

A; okreslone jest w sposob przyblizony.
Powyzsze rownanie przepiszmy w nieco innej formie:

Q = f(stale, \(Q), \2(Q), stale)

oczywiscie A zaleza od Q.
Stosujemy iteracje
Qn-l—l = f(StCLlQ Gns Stale)

Poniewaz A(Q)) zmienia sie niewiele, to f(...Q...) tez zmienia sie nieznacznie. Przypo-
mnijmy, ze réwnanie typu x = f(x) mozna rozwiazaé iteracyjnie gdy |f’| < 1. W naszym
przypadku tak wlasnie jest(funkcja f(Q) ma znikoma pochodna ze wzgledu na wlasnosci
A= A(Re) 1 Re = Re(Q))

Zauwazmy, ze wydatek ) i uzywane predkosci U; sa wielko$ciami integralnymi (wyda-
tek @ dotyczy calego przekroju rury) albo $rednimi (wtedy U; = Q/(i — ty przekroj)).
Zastanéwmy sie zatem jak wyglada rozktad predkosci w warunkach rzeczywistych. Oto6z
wiadomo, ze dla malych liczb Re - gdy ruch jest laminarny - rozktad predkosci jest para-
boloidalny.

Dla ruchu turbulentnego $rednia czasowa z predkosci ma inny rozklad niz $rednia w
ruchu laminarnym. Przypominamy: Re = ?. Wielka wartosé¢ liczby Reynoldsa (dla za-
danej srednicy) wynika z niewielkiej wartosci v. Odrzucamy bowiem absurdalny przypadek
nieograniczonego U. Jak wida¢ dla wielkich liczb Reynoldsa lepkos¢ jest znikoma. Roz-
ktad predkosci w rurze powinien by¢ zblizony do takiego jaki jest dla plynu nielepkiego.
A w takim plynie predkos$é jest wszedzie stala. Nie ma przylepienia ptynu do nieruchome;j
rury.

Dla wielkich liczb Reynoldsa ptyn ma znikomo mata lepkos¢é. Plyn jednak przylepia
sie do rury. Rozkltad predkosci jest wiec prawie prostokatny z zerem na brzegu i ostrym
wzrostem do stalej wartosci w bardzo cienkim polu przybrzeznym.

Dla mniejszych, cho¢ “turbulentnych“ warto$ci Re rozktad predkosci ma profil po-

sredni - miedzy profilem dla wielkich liczb Re a wystepujacym dla ruchu laminarnego. Im
nizsza liczba Reynoldsa tym bardziej “parabolizuje” sie profil predkosci.

5.8 O turbulencji

Przypomnijmy czasowy przebieg prekosci w punkcie dla ruchu turbulentnego. Wyréznili-
smy tam predkosé¢ srednig, predkos¢ rzeczywista i pulsacje. Powtorzmy szkic dla zmiennej
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w czasie Sredniej. Mamy tagodnie zmienna w czasie Srednig (v) i szybkozmienna w cza-

sktadowa predkosci w
wybranym miejscu

rzeczywista

Srednia

Rysunek 5.8. Przebieg sktadowej predkosci w punkcie

sie niewielka pulsacje v'. Predko$¢ rzeczywisty zapisujemy jako sume predkosci Sredniej i
pulsacji
v = (v) + v’

Zachodzi tez rzecz nastepujaca

(0) = {{v) +v') = (W) + )

bo operacja usredniania jest liniowa. Srednia ze $redniej bedzie $rednia. Zatem jesli
((v)) = (v) to (v'y = 0. Pulsacja ma wiec zerowa Srednia. Ponadto znika ona w oto-
czeniu brzegu ciala sztywnego. Na brzegu takiego ciala v = 0 i wobec tego i v/ = 0. A
w otoczeniu brzegu pulsacja musi male¢ do zera, tak jak predkosé. Otwarta jest wielkosé
tego otoczenia: maleje ono przy wzroscie liczby Reynoldsa.

W jaki sposéb okresla sie wartosé srednig? Usrednienie przede wszystkim musi wyelimino-
wac pulsacje, a nie moze skasowaé, lub znieksztatci¢ zmiennosci $redniej. Czas usrednienia
musi by¢ duzy w stosunku do czasu charakterystycznego dla zmian pulsacji i maly w po-
rownaniu z czasem charakteryzujacym zmiany $redniej. Czy taki czas istnieje? To dosé
powazny problem, bo tak naprawde jak okresli¢ jaka cze$¢ predkosci (lub innej wielkosei)
jest pulsacja, a jaka $rednig. Tu - na pomoc - przychodzi nauka o procesach przypadko-
wych. Przebieg wielkosci (np. sktadowej predkosci) w czasie jest w ruchu turbulentnym
przypadkowy. Oznacza to, iz jesli wykonamy ponownie doswiadczenie, to otrzymamy inny
przebieg, niz byl w poprzednim przypadku. Oczywiscie moze by¢ bardzo wiele realizacji
(przypadkéw). Liczy sie zatem $rednia z nich aby otrzymaé ogdélny obraz zmian danej
wielko$ci. Oznaczmy Srednia predkosci symbolem {v}. Postawmy tez pytanie - czy $red-
nia wzgledem realizacji {v} i $rednia po czasie (v) sa sobie réwne? Taka sytuacja pojawia
sie gdy zachodzi ergodyczno$é. To po prostu réwnosé sredniej czasowej z jednego prze-
biegu i $redniej ze zbioru przebiegéw. Nie ma dowodu o ergodycznosci turbulencji. Ale
istnieja przestanki doswiadczalne swiadczace, iz tak jest. Zalozenie ergodycznoSci znacznie
upraszcza operacje rozniczkowania

- 20
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Tak oczywiscie jest, bo suma pochodnych réwna jest pochodnej sumy. To samo zachodzi
dla pochodnych wzgledem czasu. Mozemy teraz pomysle¢ o wyznaczeniu roéwnan opisuja-
cych érednie. Nie sa wazne wielkoSci rzeczywiste, bo przy nowym przypadku wartosci te
beda inne, a Srednie sa zawsze takie same. Jesli chcemy oszacowa¢ odchytke konkretnej
realizacji od $redniej, to musimy spodziewaé sie, ze mala odchytka nie zdarza sie czesto.
Nieréwnos$¢ méwiaca o prawdopodobienstwie odchytki od $redniej nosi nazwe nieréwno-
§ci Czebyszewa (na imie mial Onufry) i wyglada nastepujaco:

Prawdopodobieristwo (| wielkosé - $rednia wielkosci|) > €)< % = g—i
Zatem “wielkie odchytki“ sg nieprawdopodobne i “trafienie $rednia w rzeczywista “ jest
zupelnym szczeSciem.

Napiszmy teraz réwnanie Naviera - Stokesa podstawiajac do niego $rednie. Wezesniej
wiedzac, ze dvk/0x, zapiszemy réwnosé

b 9 _ 9
“Or, ' O,

(Vo Vi)

Zatem P 5 L9
Vi p

e, v _ 9P Aw;

ot + 06 (Vg v;) p Ox; trav

Podstawmy teraz v; = (v;) + v’ i uérednijmy. Srednie pulsacji znikaja. Pozostanie nam

d(v) 0 10
o+ 5 ((va) () =

_; o, <p> -+ I/A<Ui> + aia (_ <Uilval>)

OtrzymaliSmy réwnanie okreslajace (v;). Do niego dochodzi réwnanie cigglosi dla $rednich

Mamy cztery niewiadome: érednia z ci$nienia (p) i trzy sktadowe $érednie predkosci (v;).
Sa tez cztery réwnania. Pojawil sie tez ktopotliwy wyraz (v;" v, ') przedstawiajacy $rednie
z iloczynu. Nalezaloby go okreglié przy pomocy czasu, polozenia i niewiadomych. Zeby
to zrobi¢ potrzebna jest dodatkowa hipoteza, ale ogdlnej hipotezy nie ma. Powdéd wy-
nika 7z tego, ze turbulencja jest wlasnoscia ruchu (a nie wlasnoscia fizyczna ptynu) i w
dotatku losowa. Czy mozna okresli¢ wielkos¢ losowa na podstawie wielkosci nielosowej w
sposob ogélny ? Generalnie nie potrafimy tego zrobi¢. Mozna to uczyni¢ dla szczegdlnych
ruchéw. Wykorzystujac pomiary okresla sie lokalnie (v;' v, ') dla zblizonych przypadkéw.
Takie okreslenie nazywamy “hipoteza domkniecia“ a wielkos¢ (v;' v, ') tensorem Rey-
noldsa.

Powodem turbulencji jest niestatecznosé.

WezZzmy pewne pole predkosci i wprowadzmy do niego male zaburzenie. Moze ono zanikac z
uptywem czasu, rosng¢ lub pozostawa¢ niezmienione. Okreslmy miare takiego zaburzenia.
Jest nia

0¥ oznacza zaburzenie predkosci.
Jesli
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A
£
Niestateczny
g(t) nie znika
Stateczny
g(t) znika
dlat —> o
1/v ~ Re

Rysunek 5.9. Mapa zachowania sie zaburzen

to ruch jest stateczny co oznacza, ze miara zaburzenia, a wiec zaburzenia znikaja.
Mapa okreslajaca zachowanie zaburzen przedstawiona jest na szkicu.

Jak widac, dla Re > Rey, kazde (nawet o zerowej amplitudzie zaburzenie) nie zanika.
Zaburzen o malych miarach jest zawsze i wszedzie bez liku. Dla dostatecznie duzych liczb
Reynoldsa nastepuje nieustanna zmiana formy ruchu. Takie ruchy, z nieustanng zmien-
noscig wywolang przypadkowymi zaburzeniami powoduja ztozony w czasie, przypadkowy
(bo zaburzenia zewnetrzne sg przypadkowe) ruch zwany turbulentnym. Uwaza sie, ze klo-
poty z turbulencja (cho¢ naleza do mechaniki klasycznej ) sa poréwnywane z kwantowa,
teoria pola grawitacyjnego.

Cho¢ wiemy wiele o turbulencji - to do tej pory nie umiemy jej dobrze opisa¢. Dobrze
- na gruncie mechaniki, a wiec nauki bardzo rozwinietej i nie majacej innych wielkich
problemoéw. Takim problemem pozostaje - w sferze poznania - mechanika turbulencji.
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