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WYPROWADZENIE ROWNANIE RUCHU DLA PLYNU NEWTONA

Wychodzimy z rdwnania Cauchy’ego. Przypomnijmy to rownanie
dla sktadowych

oT.
% _ ka I Ik
dt OX,
| tensor naprezenia dla ptynu Newtona
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Wstawmy definicje tensora do rownania Cauchy’go. Dostaniemy
wtedy :

dv 0 [,
—~ = pR + puAv, +(u+ f)—(divv)

dt OX,
Dla gazu, ktorego czasteczki majq wlasciwosci zderzeniowe kulek
sprezystych, suma lepkosci dynamicznej i objetosciowej jest
rowna:

u
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Dla gazu o niesymetrycznych wtasnosciach zderzeniowych:

LT ,3 = '131 + ,u! druga lepkosé¢




ROWNANIA NAVIERA - STOKESA

Bioragc pod uwage powyzsze informacje dostaniemy trzy rownania
ruchu dla ptynu Newtona zwane rownaniami Naviera — Stokesa.
Postac rownan dla sktadowych k=1,2,3:
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Forma wektorowa:
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Rownania Naviera - Stokesa sg rownaniami ruchu. Wigzga one
pole przyspieszen z polem sit zewnetrznych, polem sit
cisnieniowych i sitami wynikajacymi z lepkosci.

Zawierajq trzy pola: wektorowe pole predkosci i dwa pola
skalarne
- cisnienia i masy wilasciwej, czyli pie€¢ niewiadomych:

Aby znalez€ rozwigzania rownan Naviera — Stokesa trzeba
dotaczyc:
e ROwnanie ciggtosci
e ROwnanie energii wraz z okresleniem energii wewnetrznej i
wektora strumienia ciepta oraz pomochnicze zwiazki opisujace
lepkosci, itp.,
e Warunek poczatkowy na pole predkosci
e Predkosc¢ brzegowa, okreslong tak, by dawata zbilansowang
mase.




TRUDNOSCI WYNIKAJACE PRZY ROZWIAZYWANIU ROWNAN
NAVIERA - STOKESA

o Rownanie N - S jest )

rownaniem drugiego rzedu —
potrzeba wigce] danych Géwnanie N - S jest rownaniem h
granicznych niz dla niewielkim wspolczynniku przy
rownania Eulera najwyzszych pochodnych (lepkos¢ p

- jest dla wielu waznych przypadkow
> niewielka). Powoduje to
niestatecznos¢ rozwigzania, czyli
1 ) Istotna zmiang rozwiazania przy
@ Aby uzyskac dobra .\ niewielkiej zmianie danych /
aproksymacj¢ rozwigzania

rownania N - S przy uzyciu
metod numerycznych trzeba

wprowadzi¢ wiele punktow
dyskretyzacji




UPROSZCZENIE ROWNANIA NAVIERA — STOKESA DLA CIECZY

Gestos¢ jest stata — p = const

Réwnanie ciagtosci diwv =0

Rownanie N - S dv:plf—graderyAv

dt

+ warunki poczatkowe i brzegowe.

Dla szczegolnie prostych ksztaltow obszaru ruchu i przy wielu
zalozeniach dotyczacych kinematyki rownania N — S mozna
rozwigzac analitycznie




PRZYKLAD 1

Drgajaca wzdtuznie ptyta w nieograniczonym zbiorniku
wypetnionym cieczga. Plyta wykonuje ruch w kierunku 0x..

4 Pole predkosci ma jedyng niezerowa
skladowaq: vo= v (t, Xq).

Predkosc¢ v, nie zalezy od x,, bo wobec
0 X1 nieograniczonosci plyty i zbiornika, dla
IV kazdego x, ruch jest taki sam.
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Roéownanie ciggtosci: diwv = @72 =0, bo v,=v, (t,Xl)
2
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‘ox,  pox,
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Rownanie ruchu w kierunku 0x5: ot ! axl




Po rozpisaniu laplasjanu i uproszczeniu otrzymamy:

Okresimy cisnienie. Z réwnania ruchu dla kierunku 0x; wobec znikania v,
pozostaje

0-_10p

P OX,
Stad p = f(X,) — nie zalezy od X;.
Dla wielkich X; cisnienie jest takie samo jak na powierzchni plyty. Ale
dostatecznie daleko od miejsca wzbudzenia ruchu predkos¢ znika, a
cisnienie jest stale:
f(x,) =const = p =const




ov, OV,

Roéwnanie ruchu po uproszczeniu ma postac: ot =V @XZ
1
o ot
Jesli ptyta drga harmonicznie to wtedy V2 ‘xlzo =Ae
a daleko od ptyty ruch zanika | 2 [x;—o0

Rozwigzaniem zadania jest:
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PRZYKLAD 2
Ruch ustalony w nieskonczenie ditugim przewodzie o
niezmiennym przekroju.

Rura ma nieograniczong dtugosé, wiec dla kazdego X; ruch jest taki
sam a pole predkosci nie zalezy od x;.

Zak')zmy tez, ze Vz — V3 =0 1 V]_ — Vl(Xz , X3)

To réwnanie ruchu dla kierunku Ox; ma postac:

B B 2 2
0 %-FV %-FV % avl — ap_|_lu avzl_|_8vzl
OX, OXj




Dla pozostatych kierunkéw wobec znikania V, i Vs mamy:

op . op
—— =01 —4—=0= p=p(x
8x2 8x3 P p( 1)

Rownanie ruchu upraszcza sie do postaci:

dp(x 0> 0"
p( l):,U i Vl(xzixs)
ax, OX, OX,

\. J/ J
vV = N~

zalezy od x; zalezy od X, 1 X3

Whniosek: lewa strona musi mie¢ wartos¢ niezalezna od x; czyli statq!




Zatem:

Cisnienie:

Predkosc¢:

o0° 0
V, (X, ,X
2 2

Jest liniowa funkcja diugosci

przewodu
Do P(X1)
\\ :Xl

dp(X
p(x,) e
dx,
P=DPy —7X
Avlz—Z
Y7
Vl‘brzeg =0

<—— Zagadnienie Dirichleta

— Wyraza warunek przylepienia cieczy

do rury.




Dla przewodu kotowego:

A
A 4

Rozwiazanie:

Ostatecznie

AV, = 1d d v, 4
‘ rdr dr 7,
& Vl‘r:R:
Vv, =—2 1> +Alnr+B

4u

A=0Dbo r =0 nalezy do

obszaru ruchu,

B wyznaczamy z
warunku brzegowego

paraboliczny

Rozklad predkosci jest
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