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INSTRUKCJA 1
Podstawowe schematy roznicowe

Wstep

Celem laboratorium jest przypomnienie podstawowych schematéw réznicowych takich jak réznice
centralne oraz schemat upwind. Posluzymy sie réwnaniem konwekcji-dyfuzji, aby przedstawi¢ nie-
ktére cechy tych schematéw. Dla przypomnienia, jednowymiarowe réwnanie konwekcji-dyfuzji ma
nastepujaca postac:

of of  o°f
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Gdzie:
f = f(t,x) - szukana funkcja (np. stezenie lub temperatura) polozenia i czasu
U - predkosé unoszenia
v - wspolczynnik dyfuzji

Rozwiazujac rézne warianty tego réwnania, bedziemy analizowaé stosowane techniki pod katem
dokladnosci i stabilnosci a takze zwrocimy uwage na takie cechy jak dyfuzyjnosé oraz dyspersyjnosé
danego schematu numerycznego.

Wszystkie éwiczenia beda wykonywane w MATLABiIe, krotka $cigga z najbardziej przydatnymi
funkcjami MATLABa znajduje si¢ na koncu instrukcji.

1 Czysta dyfuzja
Zaczynamy od niestacjonarnego réwnania opisujacego czysta dyfuzje:

of _ 0*f

ot~ oa?
Bedziemy symulowaé rozwiazania tego réwnania w miare uptywu czasu. Za rozklad poczatkowy
przyjmiemy dzwon Gaussa:

£(0,2) = 46—50@5—0.5)2

Rozwiazemy je na przedziale (0,1) z warunkami brzegowymi typu Neumanna (tzn. zadanymi na
pochodng funkcji):
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Cwiczenia
e Zdyskretyzuj réwnanie za pomoca metody réznic skonczonych. Zastosuj réznice centralne do
pochodnej po przestrzeni.

o W MATLABIe utwérz odpowiednie struktury danych tak, aby méc przechowywaé wartosci f
dla wybranych krokéw czasowych (bedziemy je péZniej wizualizowad).

e Rozwiaz rownanie przy pomocy schematu jawnego. Pamietaj, by dobraé¢ odpowiednio maty
krok czasowy At oraz podzialke siatki h. Zwr6é uwage na odpowiednia implementacje warun-
kéw brzegowych.

Przypomnienie: W przypadku schematu jawnego calkowanie réwnania po czasie polega na pro-
stym wyliczeniu wartosci funkcji w nastepnym kroku czasowym w oparciu o dane z poprzedniego
kroku. Nie wymaga to rozwiazywania zadnych réwnan. Zauwaz, ze rozwigzanie tego zadania osta-
tecznie zalezy tylko od jednego wspdlczynnika:

e Poeksperymentuj z réznymi wartoSciami wspotczynnika K - napisz kawatek kodu, ktory roz-
wiaze nasze zadanie dla réznych jego wartosci. Co mozna zaobserwowac?

e Rozwiaz zadanie za pomoca schematu niejawnego. Bedzie to wymagalto skonstruowania uktadu
réwnan z macierzg tréjdiagonalna. Rozwiaz go za pomocs standardowej procedury dzielenia
macierz-wektor w MATLAB-ie (oczywiscie w przypadku wiekszych probleméw nalezaloby
uzy¢ procedury skonstruowanej specjalnie dla macierzy tréjdiagonalnej).

e Tak jak poprzednio, zbadaj, jak zachowuje sie rozwiazanie dla réznych wartosci K.

2 Stacjonarne réwnanie konwekcji-dyfuzji

Teraz rozwiazemy réwnanie stacjonarne. Przyjmijmy, ze szukana funkcja jest rozklad temperatury:

or  o*f

=py—
Ox ox?

Tym razem warunki brzegowe zostana nalozone na konkretne wartosci (méwimy wtedy o tzw.

warunkach Dirichleta): T(0) = 0 oraz T(L = 1) = Tj. Znane jest rozwiazanie analityczne tego

problemu:

Na potrzeby nastepujacych éwiczen mozesz przyjaé, ze U = 1, Ty = 1 oraz v = 0.01. Po dyskretyza-
cji naszego réwnania okaze sie, ze rozwigzania znow sa zalezne tylko od jednego parametru zwanego
liczba Pecleta:

Uh
Pe=—
v
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Cwiczenia
e Zdyskretyzuj réwnanie za pomoca metody réznic centralnych oraz metody wupwind (prawa
strona réwnania wyglada tak samo w obu przypadkach, jedynie lewa si¢ r6zni).

e Skonstruuj macierz ukltadu réwnan dla obu przypadkéw - zauwaz, ze jedynym parametrem
jest liczba Pecleta

e Rozwiaz zadanie dla réznych liczb Pecleta: proponowany zakres podziatki h =
0.025,0.04,0.05,0.0625 przy lepkosci v = 0.01. Poréwnaj rozwiazania numeryczne z rozwia-
zaniem dokladnym. Co mozesz powiedzie¢ o stabilnosci obu metod? Co mozesz powiedzie¢ o
doktadnosci obu metod? Dlaczego schemat upwind wyraznie odbiega od warto$ci rzeczywistej?

3 Pelne ré6wnanie konwekcji-dyfuzji: schemat upwind
Za pomoca schematu upwind rozwiazemy pelne réwnanie:

oT L U@T o*T

hall = _ 7

ot ox ox?

Warunki brzegowe oraz rozmiar obszaru sa takie same jak w poprzednim punkcie instrukcji. Do-
datkowo, potrzebujemy warunku poczatkowego. Przyjmijmy, ze temperatura zmienia sie liniowo:

L—zx
L

T(O, l‘) = T()

Zbadamy, jak wyglada kwestia stabilnosci i doktadnosci naszego rozwigzania numerycznego.

Cwiczenia
e Zdyskretyzuj rownanie za pomocg schematu upwind oraz rozwiaz je. Uzywaj jawnego sche-
matu kroczenia w czasie.

o Wykredl, jak wyglada rozwiazanie zadania dla czaséw t =0, t = %Tmam, t= %T maz>t = Tmaz

e Poréwnaj rozwiazanie dla odpowiednio duzego T},4, z rozwiazaniem analitycznym z poprzed-
niego punktu. Co mozna powiedzie¢ o rozwiazaniu numerycznym?

o Okresl, przy jakim kroku czasowym symulacja ulega destabilizacji.

4 Rownanie konwekcji-dyfuzji: metoda Crancka-Nicolsona

Rozwiazemy problem taki, jak poprzednim razem, jednak postuzymy sie schematem Crancka-
Nicolsona. Dla przypomnienia, jest to schemat kroczenia w czasie oparty o metode trapezdw. Jesli
nasze rownanie sprowadzimy do nastepujacej formy:

ou ou 0%u
— =F(t — ..
at ( ’x7u7 ax7 8:172’ )
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To schemat przyjmie nastepujaca postaé¢ (przyjmijmy zalznosé prawej strony od co najwyzej drugiej
pochodnej):
u —ul 1 ou 9%*u ou 9%*u
NI (Fin(t7x7u7 a_ 7) + F-n+1(t7$,u’ a0 7)>

At 2 Oz’ Ox? ¢ Oz’ Ox?
Prawa strone rownania nalezy zdyskretyzowac¢ za pomoca metody réznic centralnych. Zauwazmy, ze
w istocie nasz schemat jest schematem niejawnym. Na szczescie generuje on macierz tréjdiagonalna,
wiec jego rozwiazywanie jest szybkie. Do jego zalet nalezy dokladnosé drugiego rzedu oraz dobra
stabilno$¢ rozwigzan. Jakosé rozwiazania w tym przypadku bedzie kontrolowana przez dwie liczby
- oprocz liczby Pecleta pojawia sie tzw. liczba Couranta:

A
_Uh o= Uat

P
© v h

Przypomnienie: Liczba Couranta méwi o stosunku adwekceji do ” predkoéci sieciowej- w przypadku
schematow jawnych musi by¢ on mniejszy od 1, by rozwiazania byly zbiezne. Innymi stowy, krok
czasowy w schemacie musi byé tak maly, aby niesione informacje mogly trafi¢ do bezposrednich
sasiadow. Na szczescie w przypadku schematéw niejawnych ten warunek nie jest tak rygorystyczny,
co jest jednak okupione ich wigkszym kosztem numerycznym. W nastepujacym ¢wiczeniu zwrocimy
szczegblng uwage na zjawisko tzw. dyspersji numerycznej - nieréwnomiernego rozchodzenia sie in-
formacji na siatce. Zainicjalizujemy nasze zadanie dzwonem Gaussa, ustawimy jednorodne warunki
brzegowe, bedziemy obserwowaé przemieszczanie sie fali w prawo:

2
£(0,2) = 0.1 (555
f(0,0)=f(0,L=1)=0 U=05 v =0.0001
Cwiczenia
e Zdyskretyzuj réwnanie konwekeji-dyfuzji za pomoca metody Crancka-Nicolsona.

e Skonstruuj uktad réwnan dla naszego problemu: zauwaz, ze prawa jego strona bedzie zawieraé
informacje z poprzedniego kroku czasowego.

e Rozwiaz zadanie dla odpowiednio maltych krokdr czasowych oraz odpowiednio drobnej po-
dziatki.

e Rozwiaz zadanie dla t,,4, = 1.2, At = 0.01, h = 0.01. Co si¢ dzieje z rozwigzaniem? Jak
mozemy zaradzi¢ temu problemowi?
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Zalacznik - przydatne funkcje srodowiska MATLAB

zeros(n) - tworzy kwadratowa macierz wypelniong zerami
ones (n) - tworzy kwadratowa macierz wypeltniona jedynkami
1:10 - wektor liczb naturalnych od 1 do 10
0:0.01:5 - wektor liczb od 0 do 5 z podziatka 0.01
for i=1:n
kod petli - skladnia petli
end
plot(x,y) - wykres y(x)
plot(x1l,y1,x2,y2, - okno z krzywymi y;(x1) oraz ys(x2) z ustawiona szerokoscia linii
’LineWidth’,3) (dostepne sa réwniez dodatkowe opcje, jak i mozna podaé¢ dowolna
ilo$é zestawéw danych po przecinkach)
v’ - transpozycja macierzy (w szczegdlnosci wektora)
x=M\r - rozwigzanie uktadu réwnan postaci Mz =r
(rozwiazuje dowolne uklady réwnan, choé niekoniecznie najszybciej)
M@, :) - odwotanie do calego wiersza macierzy M
(podobnie mozna wyekstrahowaé cala kolumne)
M(2:8,3:5) - odwotanie do podobszaru macierzy M
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