WYKLAD 1

PRZEPLYWY POTENCJALNE
CZESC 1




Prolog — rownanie Crocco

Roéwnanie ruchu (Eulera) w formie Lamba-Gromeki (przepltyw stacjonarny, potencjalne pole sit
zewnetrznych)

V(40°)+oxo=-1Vp+V o,
Pierwsza Zasada Termodynamiki
Tds=de+pd(L)=d(e+2)-idp=di-idp = TVs-Vi=—1Vp
Podstawiamy do réwnania ruchu ...
V(%Uzﬂ—cbf )+w><v:TVS
Niech:

. %Uz +1—@ =const - przeptyw izoenergetyczny
e S =CONSt - przeptyw izoentropowy

Wéowezas: @ X0 =0! W przypadku 2D implikuje to réownoéé¢ @ = 0, czyli pole predkosci
osrodka jest polem potencjalnym — istnieje pole skalarne (potencjat) @ takie, ze

o=V




Ustalone i niescisliwe przeplywy potencjalne

Zalozymy dalej, ze osrodek jest niescisliwy. Poniewaz przeplyw jest potencjalny, to pole
predkosci spelnia jednocze$nie warunki

V-o=0 , Vxov=0

Z warunku ciggtosci wynika,ze V-0=0 = V.-Vop= V2 @ =0, tj. potencjal predkosci
@ jest funkcja harmoniczna.

Z drugiej strony, kazde pole wektorowe z zerowg dywergencjg moze by¢ zawsze przedstawione
jako rotacja pewnego pola wektorowego (potencjatu wektorowego). W przypadku pola
predkosci przeptywy niescisliwego mozemy zatem napisa¢ rOwnosc

v=VXxy

przy czym — bez utraty ogolnosci — mozemy zatozy¢, ze sam potencjat wektorowy ma zerowgq
dywergencje, tj. V -y = 0. Jesli — dodatkowo — pole predkosci jest potencjalne, to

0=Vxo=Vx(Vxy)=V(V-y)—Ady =—Ay

0




Zatem, Ay =0, tj. potencjal wektorowy niesci§liwego przeptywu potencjalnego jest
wektorowym polem harmonicznym.

W przypadku dwuwymiarowym mamy v=Ue, tve,

Rotacja tego pola ma tylko jedna niezerowg skladowa - wirowos$¢ jest zorientowana
prostopadle do ptaszczyzny przeptywu

Vxv=(Lv—%U)e, =we,

J

~
@

W przypadku 2D, wektorowy potencjal predkosci ma posta¢ ¥ = /e, , gdzie pole skalarne i
nazywamy funkcjg pradu. Zgodnie z 0g6lng metodg liczenia rotacji mamy

e, €, €,
— — |0 0 o|— 20 0
v=Vxye =5 & FHl=gyvet(=5xV¥)e,
0 0 w u v
=9 —_0
Zatem U=3v¥ , O=—3W




Jesli pole predkosci jest potencjalne, to

0 o1 — o° 3 4, —
&U—WU—O — Y —ylﬂ—o

Widzimy, ze Vzl// =0, tj. funkcja pradu nieécisliwego dwuwymiarowego przeplywu
potencjalnego jest rowniez funkcja harmoniczng

Linie (w 2D) statych warto$ci potencjatu predkosci ¢ nazywamy liniami ekwipotencjalnymi.
Linie (w 2D) stalych wartosci funkcji pradu ' nazywamy liniami pradu. Podczas kursu
Mechaniki Ptynow 1 dowiedzieliSmy sie, ze w kazdym punkcie dowolnej linii pradu
(niezerowy) wektor predkosci jest do tej linii styczny. Pamietamy rdéwniez, ze w ruchu
stacjonarnym linie pradu sg tozsame z trajektoriami elementéw ptynu.

Pokazemy, ze linie pradu 1 linie ekwipotencjalne przecinajg si¢ pod katem prostym. Wystarczy

pokazaé, ze pola wektorowe gradientow V@ i VI sg (w kazdym regularnym punkcie)
prostopadte. Istotnie, mamy z definicji tych wielkosci

Vo-Vy=goLv+5eSy =—uv+ou=0

W ten sposOb, rodzina linii ekwipotencjalnych i rodzina linii pradu tworza na
plaszczyznie siatke ortogonalng.




Zauwazmy dalej, ze funkcje @ 1 ¥ tworza par¢ Riemanna, tj. spetniaja réwnosci (Riemanna):

op=0y=u ,0,p=—0y=v

W analizie matematycznej dowodzi sig, ze w takiej sytuacji funkcje te sa — odpowiednio —
czescig rzeczywista 1 cze$cig urojong funkcji zmiennej zespolonej Z = X + 1Y postaci

D(z) = p(X,y) +1y(X,Y)

Funkcje @ nazywamy potencjatem zespolonym. Zgodnie z teoria funkcji zespolonych,
pochodna tej funkcji dana jest wzorem

D'(z)=0,p+10y =0y —10 p=U—Iv
W teorii przepltywow potencjalnych 2D wprowadza si¢ pojecie predkosci zespolonej

V(2) = D'(2). Jak widaé z powyzszej réwnosci skladowe kartezjanskie pola wektorowego
predkosci wyrazaja si¢ woOwczas wzorami

u(x,y) =Re{V(x+iy)} , o(x,y)==-Jm{V (x+iy)}




W szeregu przypadkdéw korzystnym jest zastosowanie opisu we wspotrzednych biegunowych

X=rcosd , y=rsing
r=yx+y> , @=atan(y/x)

Wzory transformacyjne sktadowych pola predkosci w uktadach kartezjanskim i1 biegunowym
przedstawiajg si¢ nastepujaco

v, =ucoséd+vsingd , v,=-usinfd+uvcosd
u=uv,cosd—-uv,sinf , v=v,sIn0+uv,cosb

Gradient pola skalarnego we wspotrzednych biegunowych zadany jest wzorem

Vo(r,0) =% pe, +1 508,

=

— 0 — 0
Zatem U, =3@ + UVy=175¢

Biegunowe sktadowe pola predkosci wyrazajg si¢ za pomoca funkcji pradu nastepujaco

I~

_ 10 —_ 0
U =720V + Uog="%5Y¥




Wreszcie, (skalarny) operator Laplace’a we wspotrzednych biegunowych ma postac

o° 10 1 8%
r2 aezf ror ( f)+ 2592

Vf—52f+1af+




Elementarne przypadki przeplywow potencjalnych w 2D

1. Strumien jednorodny

¢(X’ y):UooX+Vooy ) W(X’ y):_vooX_I_Uooy
o(r,0)=U_rcosc+V_rsin@ , y(r,0)=-V._rcosd+U_rsin@

2. Zrodlo/upust

L)r:i , U, =0
27Tr

Q >0 -zrodto, Q <0 - upust. Potencjat i funkcja pradu to
Q Q,

r,d)=—Inr r,g)=—
o(r,0) > w(r,0) >

| Wielkos¢ Q to ,wydajno$¢” (wydatek objetosciowy)
— zrédta/upustu. Istotnie, mamy

-nds = ajOZ”ur(a,Q)dez a&Zﬂ:Q

27ra




3. Wir potencjalny
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Wielko$¢ /' to miara intensywno$ci wiru — faktyczny sens
objasnimy dalej. Potencjal predkosci 1 funkcja pragdu majg postac

o(r,0) = L@ , w(r,0)= —Lln r
27 27

Policzmy cyrkulacje pola predkosci indukowanej przez wir wzdluz konturu kotowego K, 0
srodku w poczatku uktadu odniesienia 1 promieniu a

C_‘SKav -ds = C_‘SKana-rdS =|o].

Zauwazmy, ze potencjat @ jest funkcja wielowarto$ciowa. W powyzszej formule, symbol [ f ]
oznacza przyrost funkcji f, ktorego doznaje ona po jednokrotnym przejsciu wzdluz K, (w
Kierunku odwrotnie zegarowym).

a




Zgodnie z definicjg potencjatu przyrost ten jest rowny

I

[V
[¢]Ka 272_ [H]Ka 272. T

Zauwazmy, ze pole predkoéci jest potencjalne w kazdym punkcie z wyjatkiem punktu (0, 0).

Catka krzywoliniowa z pola predkosci po dowolnym konturze zamknietym nieotaczajagcym
tego punktu (Srodka wiru) jest zatem réwna zeru. Ogolniej: cyrkulacja (pola predkosci) wzdiuz
dowolnej linii zamknigtej jest rOwna wyrazeniu (ﬂl — HZ)F , gdzie N, to liczba okrazen

»przeciw zegarowych”, a N, - liczba okrazeni ,,zgodnie zegarowych” wokot srodka wiru.




4. Dipol (o osi pokrywajacej sie z osig 0X)

Rozwazmy przeplyw otrzymany w wyniku przejscia granicznego polegajacego na
,,sciggni¢ciu’ do jednego punktu (dla uproszczenia — poczatku uktadu odniesienia) pary zrodto-
upust 1 identycznych (co do modutu) wydatkach, ktorych warto§¢ wzrasta w trakcie procesu
zblizania odwrotnie proporcjonalnie do odlegtosci od punktu docelowego.

Potencjat pola predkosci indukowanej przez par¢ Z/U ...

@, (X,Y) :%ln\/(X‘F%E)Z +y° —%ln\/(X—%g)z +y° =

D 1 \2 2 1 )2 2
:;[In\/(x+55) +y In\/(x > E) +y}

Przechodzimy do granicy & — 0 (D - moment dipola)

T B : In\/(x+%é,~)2+y2—In\/(x—%g)ery2 B B DX
p(x,y) = limg, (x,y) = Dlim : - .

L2 2
formula X + y
de I'Hospitala




Cwiczenie:
. | . Dy
e Pokaz, ze funkcja pradu dipola to l//(X, Y) = 5
X" +Yy

e Wyprowadz wzory na kartezjanskie wspotrzedne pola predkosci indukowanego przez dipol

10 10

8+ 8-
6 6
4 4
2+ 2

&

D)

«

-2 .2
- -4
-6 -6

-10 I 1 1 I I 1 I ) 1 -10 I I I
-10 -8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Linie pradu pary zrodlo/upust (po lewej) i dipola (po prawej)




Superpozycja i przeplywu zlozone

Dowolnie zlozone przeptywy potencjalne w 2D moga by¢ uzyskane na drodze superpozycji
przeplywow elementarnych. Poprawnos$¢ takiej procedury jest konsekwencja liniowosci
operatora Laplace’a (dowolna kombinacja funkcji harmonicznych jest — w czesci wspdlnej ich
dziedzin — funkcjg harmoniczng).

Przyklad 1: superpozycja strumienia jednorodnego i zrodla/upustu

o(r,0)=¢, (r,0)+¢, (r,0)=V_rcosd+=Inr

X

w(r,0)=w (r,0)+wy, . (r,0)=V_rsind+0
Cwiczenie: '
e Oblicz sktadowe biegunowe pola predkosci
e Wyznacz liczbe a taka, ze U(—a,0) = 0 (punkt spietrzenia)
o Pokaz, ze (—a,0) =*3
e Znajdz ksztalt linii /(r,0) =+1Q




Przyklad 2: superpozycja strumienia jednorodnego oraz pary zrodlo/upust (oplyw owalu
Rankina)

Rozwazmy funkcje pradu postaci ~ w/(r,0) =V_rsin @+ = ~0,(r,0)— (9 (1, 0)

¢, = atan (Lj =atan( rsing )
X—a rcosé—a

6, = atan (Lj =atan( rsing j
X+a rcosd+a

gdzie

10

e e = Cwiczenie:

- .. _ Q _
E————————— Upokarze WxY)=Vouy; =i
4-//’,_\

" ﬂ 2) pokaz, ze punkty spietrzenia to (X, Y) = (£b,0),

0 a
V s
“"V 3) pokaz, ze linia i = O opisana jest niejawng formula
.5_\_,—//

- 2aY (X
e———— e X2 =a2 —Y2(x) (X)

tan[272V_Y (x)/ Q]




Przyklad 3: Symetryczny oplyw profilu kolowego (cylindra)

Rozwazmy nast¢pujacg kombinacj¢ strumienia jednorodnego 1 dipola

Uax
o(X,y)=U_x+—="—
X°+y

We wspotrzednych biegunowych

2 2
@(r,0)=U_rcosé + D8 cosd :Uwr[1+ a—zjcose
r r

Pole predkosci we wspotrzednych biegunowych

-

2

2
°°2a Cosd :Uw(l—a—zjcose
r r

=Zop=U_ cosﬁ—U

r

2

2
+Zp=-U_sinf - U°02a Sin@ = —Uw(1+ a—zjsiné?

Uy

I I

.




Dla ' =a otrzymujemy

v.(a,0)=0
v,(a,0)=-2U_sind

Wnioskujemy, ze linia I' =a to linia pragdu! Zatem, otrzymaliSmy potencjalny optyw profilu
kotowego o promieniu rownym a 1 srodku w poczatku uktadu wspotrzednych.

10

8-

6

-10

&

1 1 1) 1 1 1
-10 -8 -6 4 2 0 2

Zastosujemy rownanie Bernoulliego do obliczenia
rozktadu cisnieniu na profilu kolowym. Mamy

p,+ipU2 =p(ad)+1ipV?i(a,o)

Poniewaz V *(a,8) =4U ° sin” @ , otrzymujemy

p(0) = p,, +3 AU (1-4sin" )

W aerodynamice czegsto  postugujemy  si¢
wspolczynnikiem ciSnienia

p(&)—p_

———==1-4sin"0
2PU.

C,(0) =




Zauwazmy, 7€:

Prax = p(a,0)=p(a,r)= P, + %oni = P, +Q - cisnienie spietrzenia (C, = 1)

Prin = p(a,%ﬂ') — p(a,%ﬂ) =P, —% Oi = P, —3Q - ci$nienie minimalne (C, = -3)

Zauwazmy takze, ze rozklad ci$nienia wykazuje symetric wzgledem obu osi OX i QY.
Whnioskujemy, ze catkowita sita aecrodynamiczna jest rowna zeru. W szczegdlnosci, nie pojawia
si¢ sita oporu. Wynik ten pozostaje w jawnej sprzecznosci z wlasciwosciami optywu profilu
kotowego ptynem rzeczywistym (lepkim).

Pokazemy, ze w ramach teorii przeplywow potencjalnych niescisliwym mozliwe jest uzyskanie
oplywu z silg nosng. W tym celu musimy dodac jeszcze jeden sktadnik — wir potencjalny.

U_a’ cosd I
r 27

o J/

dipol wir

0

o(r,0)= U_rcosf +

y
strumien jednorodny

Zauwazmy, ze po dodaniu wiru (potozonego w Srodku profilu kolowego) profil kotowy
pozostaje nadal linia pradu zmodyfikowanego przeptywu!




Aktualnie, sktadowe biegunowe pola predkosci wyrazaja si¢ nastepujaco:

( a2
v, =%p=U_ (1——2jcose
I
| 2
a” | _. I’
U, =t450=-U_|1+— |SINO+—
| r 2rr
Na samym profilu mamy rozktady
(v (a,0)=0
< -
v,(a,0)=-2U_sinf+—
L 2ra
Okreslimy potozenie punktow spietrzenia (stagnacji) ...
: A : I’
-2U_sind+——=0 = sinf, =————
2ra 47U_a




Mamy rozwigzania

6., =asin , 0., =asIn +7

U _a A7U a

o0 o0

o ile tylko |F| <4rU_a. W przypadku granicznym |F| = 47U _a na profilu istnieje tylko
jeden punkt stagnacji (w zaleznoéci od znaku cyrkulacji wiru / odpowiada mu kat & = %7{ lub
0 =<r). Jesli |]_' | > 47U _a punkt stagnacji pojawia sic w polu przeptywu, a nie na
konturze.

10

Pole cisnienia obliczamy z r-nia Bernoulliego

p(a,0)=p, +3pU; -V*(a0)]

8-
6

4-

///\
///—/—\
-
A V2(a,0)=(-2U_sin@+——) =
/V\
/—\
,////—\
//’\
/’/—\

2
:4Uoisin2(9—2FUO°sin9+ —
ra 4 a




Zatem

2
p(a,d) = poo+%p{ui(1—4sin29)+zru°°sin@— 1“2 2}
mra Ar‘a

Zauwazmy, ze¢ sktadowa x-owa sity aerodynamicznej (czyli opor) jest — w wyniku symetrii
rozktadu ci$nienia wzgledem osi QY - nadal rowna zeru. Obecno$¢ wiru tamie jednak symetrig

tego rozkladu wzgledem osi OX. Obliczmy zatem sile no$na.
2r .
L= —[ajo p(a,d)sinad H}ey

Obliczenia przebiegaja nastepujgco

J‘Zﬁ p(a,d)sinfdo =

0
2

:IOZﬂ[prin9+%pUi(Sin9—4Sin39)+'OFUOOSiHZH— pL sing]do =

ra 87r%a’

_PLY, jznsinzé’dé?:
mga 20 )

plU,
d

p
T




Otrzymaliémy bardzo prosta formute (zwana wzorem Kutty-Zukowskiego) — pokazemy
pOzniej, ze obowigzuje ona rowniez w przypadku profilow o dowolnym ksztatcie (gdzie w roli

U _ nalezy podstawi¢ po prostu warto$¢ predkosci w strumieniu niezaburzonym)

L=—pl'U_ e,

Podkreslmy ponownie, ze sita oporu w otrzymanym przeplywie jest rowna zeru, czyli

D = —[ajoh p(a,o) Cosé?dé’}eX =0

Wynik ten jest szczegdlnym przypadkiem tzw. paradoksu d’Alemberta.




Transformacja konforemna — informacja ogélna

Przypadek profilu kolowego jest istotny bowiem oplyw potencjalny tego profilu mozna
przeksztalci¢c w optyw potencjalny ciata (konturu) o w zasadzie dowolnym ksztalcie, postugujac
si¢ odpowiednio skonstruowang transformacjg punktoéw ptaszczyzny, zwanej transformacja
konforemng. Transformacja konforemna przeksztatca obszar (2D) przeptywu potencjalnego w
taki sposob, ze potencjat pola predkosci 1 funkcja pradu pozostajg funkcjami harmonicznymi.

Dokladniej, sprawa przedstawia sie nastepujaco. Niech na plaszczyznie (&,77) zadany bedzie
potencjat predkosci @ =@(&,n)  taki, ze V;ﬁn@ =0. Jedli przeksztalcenia
E=85(Xy) , n=n(X,y) jest konforemne to funkcja @(X,y)=@[S(X,Y),n(X,Y)]

spelnia rOwnanie Laplace’a V)Z(ygo = 0 czyli jest poprawnym potencjatem predkosci przeplywu
transformowanego. Okazuje sie, ze jest tak wowczas, gdy funkcje & =E(X,Y) i spehiajg
warunki Riemanna, czyli gdy sa — odpowiednio — cze¢s$cig rzeczywista i urojong pewnej funkcji
zespolonej. Przykladem ,,podrecznikowym” transformacji konforemnej jest transformacja
Zukowskiego. Pozwala ona przeksztalcié przeptyw wokol profilu kotowego w optyw profilu
eliptycznego (w skrajnym przypadku — optyw ptaskiej ptytki), a takze w optywu konturéow o
ksztatcie zblizonym do wybranych profili lotniczych. Zaleta jest fakt, ze otrzymany opis
przeplywu jest calkowicie analityczny.




Twierdzenie Milne-Thomsona

Niech zadany bedzie przepltyw potencjalny, ktorego potencjal predkosci 1 funkcja pragdu rowne
sg — odpowiednio - @(X, Y) i (X, Yy). Twierdzenie M-T wyjasnia jak zmodyfikowaé ten
przeplyw, aby osiagnac¢ jednoczesnie dwa cele:
¢ Profil kotowy o rOwnaniu X* + y2 =a’ jest linig pradu w zmodyfikowanym przeptywie
e Calkowity tadunek cyrkulacji w przeptywie pozostaje niezmienny.

Oto jawne formuty dla funkcji pradu 1 potencjatu predkosci (wsp. kartezjanskie)

v (X Y) =y (% Y) -~y (57 X2+y
(X, Y) = P )+ P25, 25

Dowéd poprawnoéci tych formut jest do§¢ prosty. W szczegolnosci, jesli punkt (X, Y) spehia

rownanie 4/ X* + y2 = a wowczas (X, Y) =0, czyli punkt ten nalezy do linii pradu, wzdhz
ktorej ¥ = 0. Dowdd poprawnosci wzoru dla potencjatu pozostawiamy jako ¢wiczenie.




Analogiczne formuty we wspotrzednych biegunowych sg jeszcze prostsze
A N 2 N A 2
y(r,0)=y(r,0)-v(-.0) . o(r.0)=o(r.0)+o(<,0)
Istotnie, mamy natychmiast w(a,0) =y (a,0) —y(%,0) =0, co pokazuje, ze kontur
kotowy I' = A jest linig pradu.

Innym sposobem sprawdzenia poprawnosci podanych formut jest obliczenie skladowej
promieniowej (czyli — na konturze kolowym — normalnej do brzegu) poprzez zrdézniczkowanie

potencjatu predkosci
0, (1,0) = £ p(r,0) = £ (r,0) + £ G(£,0) = 0,(r,0) —£5,(2£,0)
0.

Mamy zatem o (8,60) =0, (a,0)— a—2 5 (2,6)

Zobaczmy co dzieje si¢ ze sktadowa styczng. Obliczmy sktadowg azymutalng predkosci

L, (r,0)=150(r,0)=150(r,0)++% (aT 0) =v,(r, ‘9)""09( 0)




Wobec tego, na konturze I = a otrzymujemy
v,(a,0)=0,(a,0)+0,(%,0) =20,(a,0)

Widzimy, ze modyfikacja przeplywu zgodnie z recepta Milne-Thomsona kasuje skladowa
normalng i podwaja skladowa styczna na brzegu profilu kolowego.

Przvklady:

1. Wlozenie profilu kolowego w strumien jednorodny

Mamy @(X,y) =U_ X. Zgodnie z twierdzeniem M-T mamy
X

X-|-y

(%, Y) = p(X ) +p(E%, £25) =U, x+U,a°

OtrzymaliSmy znang juz formul¢. Wychodzac od postact we wspotrzednych biegunowych
otrzymujemy
2
A n a
o(r,0) =p(r,0) +p(=,0) =U_rcosd +U_—cosd
I

czyli ponownie poprawny wzor.




2. Wlozenie profilu kolowego do przeplywu indukowanego przez wir potencjalny

Niech oryginalny przeptyw bedzie efektem indukcji wiru potencjalnego potozonego w punkcie
(c,0). Wyjsciowa funkcja pradu ma postaé

(X, y) =—£Iny(x—c)? +y?

Zgodnie z twierdzeniem M-T, funkcja pradu przeptywu po modyﬁkacji ma postac

w (X Y) =@ (X, y) -y (2

x2+y? ! x2+y

czyli
IRV
p(xy) == J(x—©) —_ - afx ) +y
en \/(Xa+)>(/_) (x*+y?)? d ( :=0)"+ (“y)

Pokazemy, ze powyzszy wzor opisuje de facto przeptyw indukowany przez trzy odpowiednio
umieszczone wiry potencjalne.




W tym celu przeksztal¢my wyrazenie logarytmowane w nastepujacy sposob

(x=0)*+y* [(x=¢)" +y°1(X" +y°)
G —o) + 2% (Pt L, —2atxe+ A (¢ +y )+Xa+yy]
[(X ) +y 1(x+y") _ [(x=c)’ +y I(X*+y*) _[(x=c) +y’](x"+Vy)
Cat-2atxc+c (P +yY) (B 22 x+x2 + V7] Co[(x—2)% +y°]
Zatem, funkcja pragdu moze by¢ zapisana w postaci
A X—C)° +V° X—C)° + Y ](x* +
P TN CE, i Y N (= 2% LS o
A (#Xyz—c + i Ar C[(x—2)* +y?]
( h
= =0 + v 4| — i)y |+ i)+ y? + 2 Inc
27 | 27 | 27 27
oryginalny wir (I°) L wirw@©0) (1) wir w punkcie inwersji (—7°) nieistotna

stala
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Analogicznie, mozna wyznaczy¢ przepltyw po
wlozeniu profilu kotowego do przeptywu
wywotlanego obecnoscig zrodta/upustu (Ewiczenie —
wzory I interpretacja)

Oto linie pradu tego przeptywu ...

A oto uktad lini1 pradu ....

&

(@)
©)

10




A moze wilozy¢ profil kolowy do przeptywu wywotanego kombinacjg wiru 1 zrodta/upustu ...
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