Zajecia 11

Przyktad 1

Réwnanie Laplace’a w obszarze prostokatnym pétograniczonym (zagadnienie
Dirichleta)

Uy + Uy, =0 x>0 0<y<h
u(x,0)=0 ux,h)=0 x>0
ulx,y) >0 gdyx—-o 0<y<h
u(0,y) =1 0<y<h

Zauwazmy, ze warunki brzegowe dla zmiennej y sg jednorodne a dla zmiennej x
nie.

Tak jak w poprzednich przyktadach nasze rozwigzanie przedstawmy w postaci
iloczynu dwdch funkcji, z ktérych kazda zalezy od jednej zmienej niezaleznej




u(x,y) =X(x)-Y(y)

Biorac pod uwage, ze Uy, = X"'(x) Y(y) 1 uy, =X(x) Y"(y) mozemy
przedstawi¢ réwnanie Laplace’a w postaci:

X"x) YY) +Xx)-Y"(y) =0
skad wynika nastepujgca réwnosc

X" (x) _ Y"(y) _ X'=-2X=0 (1
X(x) T Y(y) B dostajemy {Y” +AY =0 (2)

Wiemy, ze
u(x,0) =Xx)-Y(0)=0 ->Y(0)=0
u(x,h) =Xx)-Y(h)y=0 - Y(h)=0

Mamy jednorodne warunki brzegowe dla funkcji Y, wiec do wyznaczenia wartosci
wtasnych A skorzystamy z rownania (2).

Zagadnienie do rozwigzania ma nastepujacg postacé:

Y'+AY =0

Y(0)=0 YMh)=0

Wiemy z poprzednich przyktadéw, ze jest to zagadnienie Sturma - Liouvielle’a
Korzystajac z metody przewidywan, mozemy rozwigzanie przedstawic jako:

Y(y) = Cleym + Cze'ym dla A<0
ay +b dla A=0
Y(y) = Clcos(y ﬁ) + C, Sin(y \/Z) dla A>0




Powtarzajgc rozumowanie przedstawione w poprzednich przyktadach (Zajecia 8 —
Metoda separacji zmiennych) dochodzimy do wniosku, ze dla A < 0 otrzymujemy
rozwigzania trywialne, a interesujacy jest tylko przypadek, gdy A > 0. Wtedy
dostajemy

ni, 2
hVA = nr = A, = (—) dian=1,2,3..
skad wynika h

Z wartos$ciami wtasnymi zwigzane sg funkcje wtasne:
Y (%4
Yn = sin (T y)
Rozwazmy teraz réwnanie (1)

X'"—-2X=0

Z teorii réwnan roézniczkowych zwyczajnych wiemy, ze rozwigzanie takiego
rownania mozemy przewidywac w postaci:

Ascos(x V—-2) + Cy sin(x V-2) dla 1<0
X(x)=<Sax+b dla A =0
Ale"“/i+Aze’”/I dla A>0

Ze wzgledu na wynik rozwigznia rdwnania (2) wybieramy postac rozwigzania dla

nm 2
A > 0. Podstawiajac do niego 4,, = (7) dlan=1,23...

otrzymujemy:
_nmx nmx
X,(x) =A;,e h +A,e dlan =123 ..
Wtedy
_nmx nmx nm
u,(x,y) =X, (x) Y, (y) = [Alne h 4+ Ay,,e h ] - sin (Ty) dlan=1,23..

| ostatecznie mozemy napisac rozwigzanie ogdlne



n
nmx nm
y)

u(x,y) = Z [Ame_% + AZneT] - sin (T
i=1

Do obliczenia nieznanych wspdtczynnikdw wykorzystujemy pozostate dwa
warunki brzegowe - u(x,y) - 0 gdy x — o oraz u(0,y) = 1.

nmwx

Wykorzystajmy pierwszy z nich. Zauwazmy, ze gdy x — oo ﬁ} e n =0,
wtedy

nmx

natomiast e » — oco. Zatem, aby rownanie

c nmx nm
ZAZne h - sin (Ty) =0
n=1

wynikajgce z powyzszej analizy byto spetnione wszystkie wspdtczynniki A,,, = 0.

Do obliczenia wspoéfczynnikow A4, wykorzystamy drugi warunek.

u(0,y) = i Alne_n.Tn.o - sin (?) = i Ay, v sin (?) =1
n=1 n=1

Zauwazmy, ze otrzymalismy szereg Fouriera dla sinusdw i musimy go uzy¢, aby
przedstawic funkcje statg, rowng 1. Zatem

h
b= 1ron ER) = e (P, -

2 2 0 dian=2k k=1,2,3,..
= —— —1]=—({(-1D)"-1)=1{ 4
nmn [cos ] nm ((=1) ) {— dian=2k—-1 k=1,23,..

Znajac wspotczynniki A;,, mozemy zapisa¢ ostateczne rozwigzanie:

(0]

4 _nnx o nmy
u(x,y) = Z e h Sln(T)

n—nieparzyste



Wyrazajac n nieparzyste w postaci n = 2k —1 mozemy rozwigzanie zapisacé
nastepujgco:

4~ 1 _@kvmx (2k-Dmy
u(x'y):EZZk—1e ! Sm( h )
k=1

Sposdb rozwigzania zagadnienia Dirichleta na prostokacie gdy warunki brzegowe

ze wszystkich czterech stron sg niejednorodne

Uy + Uy, =0 a<x<b c<y<d

u(a,y)=fy) uby =9 c<y<d
u(x,c) =h(x) ulx,d)=k(x) a<x<b

Nie rozwigzujemy tego zagadnienia bezposrednio, ale rozktadamy go na dwa
zagadnienia:

Zagadnienie 1

ul,, +ul,, =0 a<x<b c<y<d
ul(a,y) =0 ul(b,y) =0 c<y<d

ul(x,c) = h(x) ul(x,d) =k(x) a<x<b»b

Zagadnienie 2

u2,,+u2,, =0 a<x<b c<y<d

u2(a,y) =f(y) u2b,y =gy c<y<d
u2(x,c) =0 u2(x,d) =0 a<x<bhb




Przypusémy, ze ul i u2 sg odpowiednio rozwigzaniami zagadnien 1i 2 to mozna
pokazag, ze

u(x,y) =ul(x,y) + u2(x,y)
spetnia wszystkie warunki zagadnienia wyjsciowego. Przyktadowo rozpatrzmy:
u(a,y) = ul(a,y) +u2(a,y) =0+ f(y) = f(v)
lub
ulx,d) =ul(x,d) +u2(x,d) = k(x) + 0= k(x) itd ...

Zatem rozwigzujgc Zagadnienie 1 i Zagadnienie 2 i dodajgc do siebie ich
rozwigzania otrzymujemy rozwigzanie problemu wyjSciowego. Mozna to
schematycznie przedstawi¢ na nastepujgcej ilustracji.

VA iz, iz

o K 0 Jd K
flAu=0|g = flAu,=0lg + 0]Au,=0|0

c — - -

h ¢ 0 ¢ h
] = X : = X | = X
a b a b a b
Rozwigzanie:

u = ul(zagadnienial) + u2(zagadnienia2)

Inne metody stosowane do rozwigzywania RRC

e Metoda przeksztatcen catkowych bazujgca na przeksztatceniach Laplace’a i
Fouriera (tkz. transformaty Laplace’a i Fouriera)



Wykorzystywana je gtdwnie w zakresie teorii obwoddéw elektrycznych i
teorii automatycznej regulacji. Stuzy do rozwigzania réwnan rézniczkowych
liniowych. Polega na catkowitej lub czesciowej ,algebraizacji”
rozwigzywanego zagadnienia.

e Metoda funkcji Greena
Stosowana gtéwnie do rozwigzywania probleméw brzegowych, czyli
rownan typu Laplace’a i Poissona.
Formalizm funkcji Greena pozwala sprowadzi¢ problem rozwigzania
rownania rézniczkowego do analogicznego problemu rozwigzania rownania
catkowego.

e Metody numeryczne
Stosowane szeroko do rozwigzywania zardwno réwnan rozniczkowych
zwyczajnych jak i réwnan roézniczkowych czastkowych. Do najbardziej
znanych naleza — metoda rdéznic skonczonych, metoda elementéw
skonczonych i metoda objetosci skonczonych. Wszytkie te metody
prowadzg do algebraizacji rownan.

Metoda rdznic skoriczonych dla rownania Laplace’a

(zrédto © D.G.Zill, M.R. Cullen Differential Equations with Boundary-Value Problems)

Przypusémy, ze poszukujemy rozwigzania rownania Laplace’a
yp y,zep jemy q p

y

Uyy + Uy, =0

w ptaskim obszarze R otoczonym przez
VAR pewna krzywa C.




Przedstawmy pochodne za pomocg wzordw na réznice centralne

Pu 1
Ll ) = 2uCc3) + uCx = By
Pu 1
e ey H D = 2u )+ uy = b

Dodajagc do siebie te rownania otrzymujemy pieciopunktowg aproksymacje

Laplasjanu:
Pu  u 1
a—x2 8—)72 ~ ﬁ[u(x +h,y) +ulx,y+h) +ulx—hy +ukx,y—h) —4ul, y)].

Stad mozemy zastgpi¢ rédwnanie Laplace’a rownaniem na rdéznice skoriczone:
ux + h,y) +ux,y+h +ux—hy +ux,y—h) —4uxy =0
Jesli zastosujemy notacje
ulx,y) = Uijj
ux + h,y) =iy, ulny +h) = w0
ux = h,y) = w0 ule,y —h) = u .,

Wtedy nasze rownanie mozna zapisac jako:

Wipy ) T U je T U +ou o — 4u; = 0. (%)
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Ze wzoru (*) wynika:

1
Uij = 4 Uipr,j T Ui jer T Uiy j 1 Uy

Zatem widac, ze u;; w wewnetrznej czesci obszaru R jest Srednig wartoscig u w

czterech sgsiednich punktach siatki.

Przyktad
o T T 2 2
2 2 0 d
53 eI 0o0, 0<x<2 0<y<2
VI ¢ ox=  dy
0o Py g
9 u@0,v) =0, u,y)=y2—y), 0<y<?2
0 P Py g
9
X, 0<x<l1
, ,0) =0, ,2) =
2 > u(x. 0) u(x. 2) {2—x, | =x<2.

Dzielimy obszar na 9 kwadratéw. Wtedy rozmiar siatki hzg. Mamy 4

wewnetrzne punkty i 8 istotnych punktow brzegowych. Punkty narozne nie maja
znaczenia, gdyz wartosci w tych punktach nie zostang wykorzystane w

obliczeniach.

Wiemy, ze

2 4
u(0,y) =0 = u(0,h) = u(O,—) =0 i u(0,2h) = u(O,—) =0
skad 3 3

2 4
u(x,0) =0 = u(h,0) = u(—,O) =0 i u(2h,0) =u<—,0> =0
skad 3 3

W pozostatych punktach brzegowych wartosci musimy obliczy¢.



Wiemy, ze

_(x 0<x<1
““2)‘b—x 1<x<?2

Stad wynika:
(h,3h) = (2 z)-— 2
W) =uUl32)=73
(2h 3h) = 42 _ 4 6-4 2
et _ug’)_ 3- 3 3
Ponadto z faktu, ze
u2,y) =y2-y) 0<y<2
Wynika
. 22 2 , 2y 24 8
”(’)_”(3>_3( 3)_33_9
b 2 — 24_4 , 4 42 8
w(3h, )_”(3>_3( 3)_33_9

Mamy juz wartosci we wszystkich punktach brzegowych, mozemy wiec zapisaé
rownania pozwalajgce wyznaczy¢ wartosci w punktach wewnetrznych.
Zastosujemy do kazdego z punktéw wewnetrznych wzér

Uigy,; U oy Tty ;T ouy o — du; = 0,
oo, o, Zastosujmy ten wzor do punktu P, wtedy
3 3
*— i=11 j=1
Py Py | g
0 9
0 P11 Pz] 8 u21+u12 +u01+u10_4’u11=0
9
0 0 X uZ1+u12+0+0—4U11:0
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Uporzadkujmy to réwnanie -

_4‘u11 + u21 + u12 ES 0

Dla punktu P,; i =2 1 j = 1otrzymamy:
U,31 + u22 + u11 + uzo - 4u21 == O

8
§+u22+u11+0_4u21=0

Po uporzadkowaniu

Uy — AUy + Uy, = _5

Dla punktu P, i =1 i j = 2 dostajemy:

uzz + u13 + uoz + u11 - 4‘u12 - O
2
uzz +§+0+u11 _4‘u12 == 0
Po uporzagdkowaniu

Uy — 4Ugp + Uy = —

Dla punktu P, i =2 1 j = 2 dostajemy:
Uzp + Uz + Uy + Uz — 44Uy =0

8 2
§+§+u12 + Uy —4uUy; =0

Po uporzagdkowaniu
14

Upy + Uy —AUpy = ——

11



Dostajemy uktad 4-ech réwnan z czterema niewiadomymi.

_4lxl11 + l/t21 + Mlz = 0
— duy, + = -t
Uy Uy Upr 9
—4 + - _2
U U Uz 3
_ 14
Uy T Uy — Uy, 7

Rozwigzujemy ten ukfad analitycznie. Mozemy tez skorzysta¢ z metod
numerycznych np metody eliminacji Gaussa lub metody Gaussa- Seidla. W wyniku
otrzymamy:

7 5 13 7
_12 u12=% u22=E

W metodzie réznic skoficzonych spodziewamy sie, ze im mniejsza jest wartos¢ h
tym bedzie lepsza doktadno$é rozwigzania. Ale musimy tez pamietaé, ze gdy h
mate a obszar duzy, tym mamy wiecej punktow wewnetrznych i wiekszy uktad
rownan do rozwigzania. Przyktadowo — dla obszaru kwadratowego o dtugosci

boku L, dla ktérego rozmiar siatki h = % , catkowita ilos¢ punktdw wewnetrznych
wynosi (n — 1)2. Czyli dla naszego przykfadu, gdybyémy wzieli n = 8, to rozmiar
siatki wynositby h = % = i, a ilos¢ punktow wewnetrznych réwna by byta
(8—1)2=49!

Uwaga!

Jezeli punkty siatki na brzegu nie pokrywajg sie z rzeczywistym brzegiem, wtedy
trzeba wartosci w tych punktach otrzymac z interpolacji.
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