Zajecia 7
Zadanie 1
Znajdz rozwigzanie ogolne réwnania
YUy, + 3yuy, + 3u, = 0 przy zatozeniu,ze y # 0

a=1y, b=3y, c=0@ §=03By)?—4-y-0=9y%2 >0 (H)
Zatem nasze rownanie jest typu hiprebolicznego i w takim razie ma dwie
charakterystyki, z ktérych wyznaczamy zmienne £ i 7.
Rozpatrzmy pierwsze rownanie:

dx  dy dx dy dx_dy?

—_— —

—_—_——_— D — = —_— =
2a p—+§ 2y 3y—.Joyz 2y O

Nasze rownanie wydaje sie niepoprawne, ale musimy pamietac, ze de facto
rozwigzujemy réwnanie rézniczkowe o postaci:

dy 0

dx_g codaje nam fdy:_[()dx @yzcl

Rozpatrzmy drugie rdwnanie charakterystyczne:

dx  dy dx dy dx dy

—= - —_— 5 =
2a p+vs§ 2y 3y+.9y2z 2y 6y

Mozemy to ostatnie rdwnanie przemnozy¢ przez 6y i scatkowac. Dostaniemy

wtedy:

3jdx:jdy - 3x+C,=y = C, =y—3x
skad
WezZmy zatem nowe zmienne jako:
§=Ci=y i n=0C=y—3x
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Policzmy Jakobian przeksztatcenia:

J = $x €y|: 0 1_0_(_3)$0

Nx My -3 1l

Policzmy teraz pochodne w nowych zmiennych, Korzystajac ze wzoréw i
informacji, ze: §,=0, §, =1, n,=-3, n, =1 i pochodne §,, = §,, =

Nxx = Nyy = Exy = Nxy = 0.

Uyy = Wfff}% + wanfxnx + Wnnnyzc + Wffxx T WyTlex =
Wee = 02 + 2wgy - 0 (=3) + wpp - (=3)* + w04+ w,, - 0 =

9Wm1

Uy = WegSSy T Wen (Sxlly + Sylx) + Wyytlaly + We Sy + Wyllyy =
Weg =0 14+weg - (0-1+1-(=3))+wp, " (-3)-1+we-0+w,-0=
—3wg, — 3wy,
Nie mamy w réwnaniu pochodnej u,,,, ale musimy policzy¢ pochodna u,:
Uy = Wy + Wity = we - 0+ wy, - (=3) = —3w,,
Wstawiamy obliczone pochodne do wyjsciowego réwnania:
YUy, + 3yuy, +3u, =0
Y 9wy, + 3y (—3wg — 3wy, ) +3-(-3w,) =0 o
9y Wy, =9y Wy — 9y W, — 9w, =0

Po zredukowaniu cztondéw i podzieleniu stronami przez (-9) dostaniemy:



YWep +wy, =0 SWegy +wy =0

wiedzac,ze y=&
Zapiszmy ostateczng posta¢ kanoniczng réwnania:

1
Wgn = — ¥ Wy

§

Zauwazmy, ze w tym wypadku G(E, nw,we, Wn) = —%Wn 0

Dokonajmy podstawienie: v = w,, wtedy powyzsze rownanie przyjmie postacé:

v

Ev; = -7

wygodniejsz forma

1
§

v;z—

Dostalismy réwnanie RRC | rzedu, ktdre rozwigzujemy metodg charakterystyk dla
réwnan liniowych i quasiliniowych. Funkcja v zalezy od dwdch argumentéw & i 1.

Wektor V = (a,b, f) = (&,0,—v) (wektor V2 duzej litery dla odrdznienia od
funkcji niewiadomej v). Zatem mozemy napisaé tozsamos¢:

dé dn  dv

'3 0 1%
Dostajemy dwa rownania rdzniczkowe zwyczajne. Pierwsze mozemy zapisaé
nastepujaco:
dng O
aé ¢

Rozdzielamy zmienne i catkujemy

fdn=j0df:> n=C,

dostajemy



Drugie zapiszemy od razu rozdzielajgc zmienne:

d¢  dv
& v
Catkujemy:
a w0 Inv+InC, > Iné=in 2
_— _— > = — - = —_—
z > né nv+inc, né=In -
Co w wyniku daje:
C, C
= — - =
3 v 2 =&
Zatem rozwigzanie ogdlne réwnania {v; = —v dostaniemy z rownania:
C, = f(Cy) &v =f(n)

Z czego Wynlka

Zatem wyznaczylismy v = %f(n). Mozemy wiec wrdci¢é do réwnania
wynikajgcego z podstawienia v = w,, i zapisac:

——f(n)

z f (m)

anf

Scatkujmy je po dn:

ow 1
d77 = jf(n)dr] ‘ w=§h(n)+g(f)
podstawmy h(n)=f fmdn

Gdzie g(¢) jest ,statg” zalezng od zmiennej, po ktorej nie catkujemy.



Pamigtajac, ze §=y, n=y—-3x i w(n) =ul@xy).n(xy)) mozemy
zapisa¢ rozwigzanie ogélne w zmiennych x, y:

1
u(x,y) = 5 h(y —3x) + g(y)

Zadanie 2

Dane jest rownanie o postaci:

2

X Uy, — 2XYUy, + VAU, + XU, + YU, =0

Udowodnij, ze jest to rownanie paraboliczne. SprowadZz je do formy
kanonicznej a nastepnie znajdz rozwigzanie ogdlne dla péiptaszczyzny x > 0.
a=x* b= -2xy, c=y25t:>d §=(-2xy)2—4-x%-y2 =0 (P)
3
Udowodnili$my zatem, Ze mamy réwnanie typu parabolicznego. Ma ono jedna
charakterystyke o postaci:
dx dy dx dy dx dy dx dy

- —_—_,—= - 5 | — = -

_ = N =
2a b 2x?  —2xy X y X y

Po scatkowaniu otrzymamy:

Cy
Inx=—=Iny+1InC; —>lnx=ln7 m Ci=xy

WeZzmy n = xy izatézmy, ze § = x. Jakobian przeksztatcenia:

$x fy‘ _ 1 0‘ = x > 0 (z warunkoéw zadania)
Mx My

J = =ly x

Zapiszmy wyrazenia na pochodne. Zauwazmy, ze w roOwnaniu pojawiajg sie
pochodne I rzedu.

Uy = Wey + Wyl = Wg +Wpy

Uy, = ngy + wyny = wyx



Pochodne drugiego rzedu liczymy ze wzoréw podanych w poprzednich
zadaniach (prosba o przeliczenie) . W wyniku dostajemy:

Uyy = Weg + 2YyWep + ¥2 Wy
Uyy = XWgp + XYWy + Wy
_ .2
Uyy = X" Wyy

Wstawiamy pochodne do rownania wyjSciowego:

2

X Uy — 2XYUy, + ViU, + XU, + YU, =0

Dostajemy:

xE(Wee + 2ywg, + y2w,,) — 2xy(xwg, + xyw,, + w,) +

y2(xPwy) + x(We + wpy) + y(wyx) =0

X Wee + szwan + xzyzw,m — 2x2yw§,1 — 2x2y2w,m — 2xyw, +
+x2y*w,, + + xyw, + xyw, = 0

Po uproszczeniu czlondéw otrzymamy rownanie:

1
2 _ _
xw§5+xW§—O 2’W55+;W5—0

dzielimy przez x

Pamietajac , ze ¢ = x i przenoszgc czion z pochodng w; na prawg strone,
dostajemy postac kanoniczng réwnania wyjsciowego:
1
Wegg = — ¥ We

§



Podstawiajagc v = w; otrzymamy rownanie identyczne z rdéwnaniem
analizowanym w poprzednim zadaniu:

Vg =—=<V 4 Vg = —7V
¢ f wygodniejsza forma f ¢

Postepujac wiec analogicznie jak wcze$niej dojdziemy do rozwigzania:
v = f(n)

Stad v = %f(n). Mozemy wiec wrdci¢ do réwnania wynikajgcego z podstawienia

v = W i zapisac:

=—f(11)

z f (m)

af B
Scatkujmy je po d¢:

0 1 d
fa—?dfzfgf(n)df —>w=f(n)j; Sw=f()Ing+ g

Gdzie g(n) jest funkcja (,,statg”) zalezng od zmiennej, po ktdrej nie catkujemy.

Mozemy teraz zapisac¢ rozwigzanie ogdlne w zmiennych x, y pamietajac, ze § = x,
n=xyiwEn =u$(xy)nxy)

Ma ono postac:

u(x,y) = f(xy)Inx + g(xy)



Réwnanie falowe jednowymiarowe

U,y — c*u,, =0 —0<Xx <o

Réwnanie powyisze opisuje drgania nieskonczonej struny. Stata c#0 w
réwnaniu oznacza predkos¢ falowa.

Sprawdzmy do jakiego typu nalezy rownanie falowe.

a=-c% b=0, c=1 St:>d6=(0)2—4-(—c2)-1=4cz>0 (H)
a

Zatem rdéwnanie falowe jest réwnaniem hiperbolicznym. Ma zatem dwie
charakterystyki rzeczywiste o postaci:

dx dy
n =

2a b—+5s

dx dy
@ 5=

2a p++/5

Rozpatrzmy najpierw pierwsza z nich:

dx dt
> jdxzcjdt+C1—>61=x—ct

—2c? 0—2c po przemnozeniu przez—2c?

Nastepnie druga:

dx dt
> jdx:—cjdt+62—>62=x+ct

—2C2 0+ 2c po przemnozeniu przez—2c?
Dobierzmy zmienne ¢ i . Niech

E=x+ct i n=x-—ct




Jakobian przeksztatcenia ma postac:
$x St
Nx M

J = =|} _Cc|=—c—c=—2c¢0

W réwnaniu wystepuja tylko drugie pochodne. Majg one po przeliczeniu
postac:
uge = ¢ (Weg — 2wy + wyy)
Uyy = Wee + 2Wey + Wy

Podstawmy te pochodne do réwnania falowego aby uzyskac postac
kanoniczna:

Upe — CPUyy = C* Wiz — 26%Wgy + CPWyy — 2w — 2¢2Wgy, — wyy, =

nm m

=—4c2w;,,=0 - Wg, =0 S ug, =0

Aby otrzymac postac og6lng rozwigzania wykonujemy przeksztatcenia:

[2(G)an=[oin == Z=0+i®=1®)

Zatem:

du
|G [ a - u=F@ + 6
oznaczajac F(E):J f(&)de

Postac¢ ogdlna rozwigzania rédwnania falowego w zmiennych X, y:

ulx,y) =F(x+ct)+ G(x—ct)

Funkcja G(x — ct) reprezezentuje ruch fali w prawo z predkoscia c i jest
nazywana falg poruszajacg sie do przodu lub inaczej falg przednia.

Funkcja F(x + ct) jest falg podrézujaca w lewo z predkoscia c i jest nazywana
falg poruszajacg sie do tytu lub inaczej falg tylna.

Kazde rozwigzanie rownania falowego jest sumg w ten sposéb poruszajacych
sie fal.




Ponizszy wykres przedstawia dwie rodziny linii x — ct = const i x + ct =
const. S to charakterystyki réwnania falowego.

Zaburzenie przenosi sie tylko wzdtuz charakterystyk, nie wychodzi na
zewnatrz i porusza sie ze skonczong predkoscia.

Zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania falowego

Uy — cu, =0 —o<x<ow t>0

ulx,0) =fx) u(x0)=gkx) —-o<x<o

f(x) - okreSla pozycje poczatkowg struny, lub pozycje wprowadzenia
zaburzenia

g(x) - okresla predko$¢ poczatkowa

Rozwigzanie powyzszego zadania moze by¢ interpretowane jako propagacja
(rozchodzenie sie) fali dzwiekowej w bardzo dtugiej i waskiej rurze albo
drgania nieskonczonej, idealnej struny.

Znajac postac ogdlng rozwigzania u(x, t) = F(x + ct) + G(x — ct) oraz
warunki poczatkowe poszukujemy nieznanych funkcji F i G. Policzmy
najpierw pochodng u;(x, t):

dF 0¢ dGon

+——=CcF'(x+ ct) — cG'(x — ct)

u(x, t) = d_fa dn ot
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A nastepnie weZmy warunki poczatkowe:
u(x,0) = F(x) + G(x) = f(x)
u(x,0) =cF'(x) —cG'(x) = g(x)

Zapiszmy otrzymany uktad réwnan w skrécie pamietajac, ze wszytkie funkcje
zaleza od x.

{ F+G=f
cF'—cG'=g
Zrdzniczkujmy pierwsze rOwnanie a drugie przeksztat¢my

fl — Fl + GI

g — FI _ Gl

c

Rozwigzujemy ten uktad najpierw dodajac a potem odejmujac stronami. W
wyniku dostajemy:

_ar
1
¢'=3(r-2)

Scatkujmy powyzsze réwnania po zmiennej x.

1 1 r*
F(x) =§f(x)+zj gx)dx+ A

1 1 r~*
6() =5/ () — 5 f 9()dx + B

Wiemy, ze f(x) = F(x) + G(x) wtedy f(x) = f(x) + A+ B @ A+B=0
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Uogo6lnijmy nasze rozwigzanie. Niech z = x. Wtedy otrzymujemy ,przepisy”
na funkcje F i G.

1 1 (?
F(2) =§f(z)+2_cf g(z)dz+ A

1 1 (?
6() =5 () —5- j 9(2)dz + B

Zauwazmy, Ze zZ, to dowolna stata. A z warunku F + G = f wynika, ze A +
B = 0. Znajac przepisy na funkcje F i G mozemy znalez¢ rozwigzanie ogoélne:

u(x,t) =F(x+ct)+ G(x —ct) =

1 x+ct 1 1 x—ct
Ef(x+6t)+ZL g(z)dz+A+§f(x—ct)—Z.L g(z)dz+ B =

0 0

. x+ct
=f(x+ct)+f(x ct)+%f 9(2)dz

2

x—ct

Powyzszy wzér nosi nazwe formuty d’Alemberta dla r6wnania falowego. Jest
to unikalne rozwigzanie rownanie falowego jednowymiarowego, przy czym
funkcja feC? a funkcja geC?.

Wazne jest aby zauwazy¢, Ze rozwigzanie u(x,t) zalezy tylko od
poczatkowych wartosci funkcji f w punktach x —ct i x + ct oraz wartoSci
funkcji g miedzy tymi dwoma punktami. Innymi stowy wcale nie zalezy od
wartos$ci poczatkowych poza przedziatem x — ¢t < x < x + ct . Przedziat ten
nazywany jest domeng zaleznosci zmiennych (x, t).
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Pierwsza cze$¢ rozwigzania moze by¢ zilustrowana nastepujgco:

t“x+ct=x0 X —ct =xg

Poczatkowe zaburzenie u(x,0) = f(x) powstate w otoczeniu punktu x, (np
pociaggniecie struny) dzieli sie na dwie potowy i rozprzestrzenia sie bez
zmiany ksztattu wzdtuz charakterystyk : X+ct=xy I x—ct=xy%
predkoscig c.

Druga czes¢ tego réwnania reprezentuje odpowiedZ na zaburzenie predkosci.
Jezeli dla przyktadu poczatkowa predkosc¢ jest funkcja g(x) = §(x — xy), to
rozwigzanie rozwija sie jak na rysunku.

4
‘x+ct=x0 X —ct =X




1
u(x,t) jest wtedy stalg rowna e w obrebie tréjkata pomiedzy
charakterystykami i ma warto$¢ 0 na zewnatrz trojkata. Zaburzenie
wynikajace z predkosSci poczatkowej rozprzestrzenia sie z predkoscia nie
przekraczajgaca wartosci ¢

Rozwigzanie postawionego zagadnienia zalezy w sposéb ciggly od
poczatkowych danych czyli jest stabilne, gdyz niewielka zmiana funkcji f i g
skutkuje odpowiednio matg zmiang rozwigzania u(x, t).
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