Zajecia 1 RRC

Ogodlna forma réwnania rézniczkowego czastkowego dla funkcji u(xq, x5, ... X,)
ma postacé nastepujaca

F(X1, %, o X WUy, Uy o Uy, Uy e ) = 0
gdzie
X1, X, ... Xy -ZmMienne niezalezne,

u - nieznana funkcja,

l

d .
Uy, = a—;:_ - pochodna czgstkowa pierwszego rzedu,
A

9%u

py il pochodna czgstkowa rzedu drugiego itd.

u,. =
Xii

Do réwnania dofgcza sie dodatkowo

warunki poczatkowe
warunki brzegowe

Fundamentalne pytanie: Czy problem sktadajacy sie z rownania i zwigzanych z
nim warunkow jest dobrze postawiony?

Kryteria problemu dobrze postawionego:

e problem ma rozwigzanie (kryterium istnienia)
e jest to rozwigzanie jedyne (kryterium wyjatkowosci)
e rozwigzanie zalezy w sposob cigglty od danych (kryterium stabilnosci)

Termin stabilnos$ci oznacza, ze mata zmiana w rdwnaniu lub towarzyszacych
warunkach powoduje mata zmiane w rozwigzaniu.



Jesli chociaz jeden z warunkdéw jest niespetniony to méwimy, ze problem jest zle
postawiony.

Istniejg dwa rodzaje rozwigzan — klasyczne i stabe.

Rozwigzanie klasyczne

Funkcja niewiadoma musi by¢ k- krotnie rdézniczkowalna, aby byé rozwigzaniem
rownania rzedu k. Funkcja, ktéra jest rozwigzaniem musi spetniaé¢ kryteria
problemu dobrze postawionego.

Rozwigzanie stabe

Rezygnuje sie z regularnosci czyli k-krotnego rdézniczkowania w sposéb ciaggty
funkcji niewiadomej . Zadawalamy sie jej istnieniem i jednoznacznoscig jak
rowniez ciggtoscig danych (chodzi o warunki brzegowe i poczgtkowe).

Podstawowe rownania rézniczkowe czgstkowe:

e Rodwnanie transportu
ur+cu, =0

e RoAwnanie falowe
Upe — C2Uyy, = 0

e Roéwnanie przewodnictwa cieplnego i dyfuzji

U = KUy
e Rownanie Laplace’a
Au=20
e Roéwnanie Poissona
Au=f



Rownania rézniczkowe czgstkowe majg nieskonczenie wiele rozwigzan. Aby
otrzymac unikalne rozwigzanie trzeba uzupetnié to rownanie dodatkowymi
warunkami.

Warunki Poczagtkowe

Warunek poczatkowy okresla stan fizyczny badanego uktadu w pewnym
szczegdllnym czasie.

Przyktad 1

u; = ku,,, <—— rownanie przewodnictwa cieplnego lub dyfuzji
warunek poczatkowy:

u(x, ty) = ¢p(x) «—— niewiadoma funkcja w chwili poczatkowej
Jesli dane rownanie opisuje proces dyfuzji to znana funkcja ¢(x) jest
rozktadem gestosci (koncentracji) w chwili poczgtkowej.

Dla réwnania przewodnictwa cieplnego ¢ (x) oznacza poczgtkowy rozktad
temperatury.

Przyktad 2

Uy = C%U,,, <+—— roéwnanie falowe

warunki poczgtkowe:

u(x, ty) = ¢(x) gdzie ¢(x) okresla potozenie poczatkowe
?TZ (x,ty) = Y(x) gdzie P(x) okresla poczatkowa predkosc

Rownanie rdézniczkowe wraz z warunkami poczatkowymi nosi nazwe
zagadnienia poczgtkowego. W tym wypadku zdefiniowana jest na poczatku
funkcja i jej pochodne.



W kazdym problemie fizycznym, ktdéry rozpatrujemy istotna jest domena, w
ktorej definiujemy RRC. Przyktadowo, gdy interesuje nas rozchodzenie sie
fali w danym obszarze, musze go zdefiniowaé. Moze by¢ to fala na jeziorze
o konkretnej powierzchni i okreslonej linii brzegowej, wywotfana przez
wrzucony do niego kamien .

Na rozwigzanie ma niewatpliwie wptyw ksztatt wybranej domeny jak i
warunki panujgce na brzegu.

Warunki brzegowe

Istniejg trzy rodzaje warunkow brzegowych:

Warunek Dirichleta (D)

Funkcja niewiadoma u jest okreslona na brzegu

Dla zagadnienia jednowymiarowego gdzie 0 < x < [ warunek ma
nastepujaca forme:

w0, =gt) ul,t)=ht) t>0

Warunek Neumanna (N)

, : d
Na brzegu okreslona jest pochodna normalna ﬁ

Dla zagadnienia jednowymiarowego gdzie 0 < x < [ warunek ma
nastepujaca forme:

ou 0.1) = E)ul _p 0
—OD=g® —0O=h® t>

Warunek Robina (R)

Na brzegu okreslone jest wyrazenie Z—Z + au, gdzie a jest dang funkcja.



Dla zagadnienia jednowymiarowego gdzie 0 < x < [ warunek ma
nastepujaca forme:

% u(0,t) = ou u(lt) = h 0
a(,t)+a(t) u(0,t) = g(t) a(,t)+a(t) u(l,t) =h() t>

Zagadnienia, w ktorych funkcja niewiadoma zdefiniowana jest w chwili
poczatkowej i na brzegu obszaru nazywane sg zagadnieniami brzegowo —

poczgtkowymi

Przyktad
AUy, = Uy 0<x<I t>0 — réwnane
u(0,t) =0 u(l,t) =0 t>0 — w.b.

ku(x,O)zf(x) g—lz(x,O)=g(x) 0<x<l — w.p.

(gdzie w.b. — warunki brzegowe, w.p. — warunki poczagtkowe)

Dla probleméw stacjonarnych (czyli niezmiennych w czasie) definiuje sie
tylko zagadnienia brzegowe. Przyktadem moze byé rownanie Laplace’a wraz
ze zdefiniowanymi warunkami na brzegu.

Przyktad

Uy T Uy, =0 0<x<a 0<y<b
{u(x,O)zO u(x,b) =f(x) 0<x<a

Won=0 ay)=0 0<y<b
0x V)= oy “©Y)= Y



ZADANIA CWICZENIOWE (przypomnienie dotyczace pochodnych pierwszego i
drugiego rzedu

Dana jest funkcja f(x, y). Jej pochodne czgstkowe s zdefiniowane nastepujgco:

of .. flx+Axy)—f(xy)

fe = ax Al)lcr_r}O Ax

of . fly+Ay)—fxy)
fy = lim

ay Ay—0 Ay

Drugie pochodne zapisujemy jako:

ax (ZQ ajc]; fex ay(gf,) a;];:fyy
ox (ZD axzafy_fxy %(gi) ayz—afx_fyx

Mozna pokaza¢, ze zachodzi: f, = f,«

Przyktad 1
Znajdz pierwsze i drugie pochodne funkcji f (x,y) = 2x3y? + y3
af

of
— 24,2 2 _ 4,3 2
ax—6xy 3y 4x°y + 3y
62
R - ZJ 4,3
I = 12xy? 3y 4x° + 6y
d%f d 02 d /0
axay 0x 6 dydx 0dy \dx



Catkowita rézniczka funkcji £ (x, y) ma forme:

of of
df —adx+@dy

Przyktad 2
Znajdz catkowita rézniczke funkgji f(x,y) = y - e*+¥)

g =y - e+ g
Oy

— = et 4y oY) = oY) (1 4 y)

df =y-e®dx + e* (1 + y)dy

Reguta tarncuchowa

Dana jest funkcja f(x, y) gdzie x(u), y(u) . Szukamy Z—f =?

u

‘ df_afdx_l_afdy
du Oxdu Oydu




Przyktad 3
Danejest x(u)=1+a-u y(u) = bu3

Znajdz % jesli f(x,y) =x-e™

of dx of dy

— =Y — —_— - -y R 2
9x e oy a 3y xe Y 3bu
df

= eV -a+ (—xe™) 3bu® = e ¥Y(a— 3xbu?

Podstawiajac za x i y odpowiednie funkcje zalezne od u dostajemy:

d
é = e’ (a - 3(1 + au) - bu?)
. . . of of
Dana jest funkcja f(u(x,y)). Znajdz pochodne 2% "oy
f
of df du
u - =
dx duodx
of df ou
dy dudy
x oy
Przykfad 4

Dana jest funkcja F(x,y) = f(u(x,¥)) = f(2x + y?). Pokaz, ze F spetnia RRC o

ostaci: L 9F aF—O
P -y ax 9y



OF _of _dfou_ ., .
ox ox duox
oF of dfou
dy Jdy dudy

Zatem

Dana jest funkcja w(x,y) gdzie x = g(r,s),y = h(r,s). ZnajdZ pochodne

ow oJow

ar ' ds’

w
- l ow _ dw ax+away
l or 9dx or 9y or

ow 0w ox Owady

X y 4 — =
ds O0x ds 0y O0s
[T T
r S r S
Przyktad 5

Niech funkcja f ma ciggte pochodne czgstkowe. Pokaz, ze f = f(x,y) gdzie

X=u-—v,y=v—u spetniaréownanie f,, + f, = 0.

of 0fdx 0fady _ N e
a_aa-l_@a_fx 1+fy D =f fy




of _of ox _9f dy

dv 6x6v+6y6v oD+ fy fy = fx
Stad
fut =K _fy +fy —f=0 cnd
Przyktad 6
2 2
Rozpatrzmy réwnanie (falowe) ‘;TVZV = c? ‘;TVZV

gdzie c jest statg. Pokaz, ze rownanie to moze by¢ spetnione przez funkcje:

w(t,x) = cos(2x + 2ct) = w(u(x, t))

ow 0
= =% (cos(2x + 2ct)) = —2c - sin(2x + 2ct)
0’w 0
9tz a(—zc - sin(2x + 2ct)) = —4c?cos(2x + 2ct)
ow 0
i a(cos(Zx + th)) = —2-sin(2x + 2ct)
’w 0
9z = a(—z - sin(2x + 2ct)) = —4cos(2x + 2ct)

02w "
L= Fre i —4c4cos(2x + 2ct)
92w mmm) L=P
P = CZW = —4c%cos(2x + 2ct)
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Przyktad 7

Dana jest funkcja w(x,t) = f(x + ct) = f(u(x,t)). Pokaz, ze ta funkcja jest
rozwigzaniem réwnania falowego.

1 ow dfou =~ _
E_@E_f(u) c=f(x+ct)-c
02 d d

y = (WO =W o= (x4 ct)
ow dfou | = f
== @)1=+ ct)
d%w

_ d / au_ " g
W_@(f(u))a—f (W) =f"(x+ct)

d0%w 5
L=F=Cf (X+Ct)
::) L=P
Zazw .
P=c chf (X-I‘Ct)

Zadanie domowe:

Udowodnij, ze funkcja In (3x + 3ct) jest rozwigzaniem réwnania falowego.
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