Zajecia 8

Zagadnienie Cauchy’ego dla jednorodnego réwnania falowego

Uy — cu,, =0 —o<x<oo, t>0

ulx,0)=fx) ux0)=gkx) —-oo<x<o

Formuta d’Alamberta dla réwnania falowego

x+ct)+ f(x—ct 1 [t
u(x,t) = I ) +1( ) + —j g(z)dz
2 2c x—ct
[lustracja
Do interpretacji formuty d’Alamberta rozwazmy przypadek gdy funkcja:
gx)=0

Wtedy rozwigzanie d’Alamberta przyjmuje forme:

f(x+ct)+ f(x —ct)
2

u(x,t) =

Zaktadamy, ze poczatkowe przemieszczenie zdefiniowane przez funkcje f dla
t = 0 jestrozne od zera w przedziale (—b, b).

W chwili poczatkowej fale przednia i tylna naktadajg sie na siebie aw
nastepnych chwilach czasu dziela sie i podrézujag w dwoch przeciwnych
kierunkach .




Niech f(x) w chwili poczatkowej ma postac trojkata, a zaburzenie porusza sie
z predkoscia c. Wtedy fale w kolejnych chwilach zachowujg sie jak na
kolejnych ilustracjach:
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Zadanie 1
Rozwiaz nastepujace zagadnienie:

Uy — Uy = 0
u(x,0) = sinx
u,(x,0) =x

Zauwazmy, ze jest to rOwnanie falowe jednowymiarowe, w ktorym predkos¢
falowa ¢ =1. Do rozwigzania tego problemu Kkorzystamy z formuty
d’Alamberta:

u(x’t)zf(x+ct);f(x—ct) s zlcfx-i-cg(z)dz:
_1 . . 1 x+td B
—E(sm(x+t)+sm(x—t))+§fx_tz zZ=

1 .
=3 (sin(x +t) +sin(x —t)) + = > >

1<(x+1:)2 B (x—t)2> B
5 —

1 _ 1/x% + 2xt + t? — x? + 2xt — t2
=E(sm(x+ t) + sin(x — t)) +§ >

xt

1 _ 1 /4tx sin(x +t) + sin(x — t)
E(sm(x+t)+sm(x—t))+§( > )= > +

(Korzystajac z zalezno$ci trygonometrycznej - sina + sinff = ZSin#cosazi mozemy

pierwszy czton przedstawi¢ jako sin(x)cos (t). Zatem rozwigzanie ma postac
u(x,t) = sin(x) cos(t) + xt. )



Zadanie do samodzielnego rozwigzania
Zadanie 1

Rozwiaz ponizej podane zagadnienia korzystajac najpierw z rozwigzania
ogblnego dla rownania falowego w postaci u(x,y) = F(x + ct) + G(x — ct) i
podanych warunkéw poczatkowych, a nastepnie korzystajac bezposrednio ze
wzoru d’Almberta. Pordwnaj wyniki.

a) Uy — Uy, =0  u(x,0)=0 u(x,0)=1

b) uy — 16u,,, =0  u(x,0) = cosx  u.(x,0) = x?

C) Uy — 22Uy =0 u(x,0) = x3 u(x,0) = x
Zadanie?

a) Zapisz wzor d’Alamberta dla ponizszego zagadnienia (uzywajac w nim
ogOlnie oznaczen figdla funkcji wystepujacych w warunkach
poczatkowych), a nastepnie korzystajac z definicji tych funkcji policz

u(0,3)

U — Uy = 0 —o<x<o t>0
_ (1 x| <2
w0 =fO =) 143;
1 x| <2
w00 =g ={; 13

Odp.:u (0, %) = %.
b) Oblicz tlim u(x,t)

Wskazéwka:  Policz L}im f(x + ct), tlim f(x—ct) oraz tlim f;j“g(s)ds dla predkosci

ct
falowej c wynikajacej z r6wnania wyjSciowego.
2

Odp.: tlirn u(x,t) = 3



Zagadnienie Cauchy’ego dla niejednorodnego réwnania falowego

u, — c*u,, = h(x, t) — 0 < x < 0, t>0

ulx,0)=fx) ux0)=gkx) —-oo<x<o

To zagadnienie opisuje np. drgania nieskonczonej struny przy dziataniu
zewnetrznej sity h. Funkcje f i g opisuja odpowiednio ksztatt poczatkowy
struny oraz predkos¢ prostopadia do struny w chwili t = 0.

Mozna udowodni¢, Ze rozwigzanie ma nastepujgcg postac:

x+ct)+f(x—ct 1 [*re 1 (b xteD
u(x,t) = f( )+ ) + —j g(z)dz + —j j h(z, t)dzdt
2 2c x—ct 2c 0 Jx—c(t-1)

[lustracja

Podaj rozwigzanie zagadnienia:
Uy — Uy = 1 —00 < x < 00, t>0
u(x,0)=0 u(x,0)=e* —-—ow<x<ow

Dla naszego zagadnienia predkos¢ falowa c=1, f(x) =0, g(x) =e* a
h(x,t) =1

0+0 1 pxtt 1
u(x,t) =—— + —f ezdz+—f
0

t rx+(t-7)
ldzdt =
2 2)_, 2 j o

x—(t-1)

t

_l e a1 P _

2(e e )+2 x+t—1t—(x—-t+1))dr
0

(eX+t — Xty 1 [t
= +Ef(x+t—r—x+t—r)dr=
0
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(ex+t _ ex—t) N 1 .[t(Zt ) )d (ex+t _ ex—t) N 1 thtd 1 ) jt d
= - —21)dt = o T—5" Tat =
2 2 ), 2 2 o 2 "),
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Do tej pory rozwigzywaliSmy zagadnienia poczatkowe czyli takie, w ktorych
mieliSmy rownanie i warunki poczatkowe. Dla rownan II rzedu schemat
rozwigzania polegat na sprawdzeniu typu réwnania, sprowadzenia go do
odpowiedniej formy kanonicznej, znalezienia rozwigzania ogélnego i w
koncowym etapie wykorzystania warunkow poczatkowych do znalezienia
rozwigzania szczeg6lnego.

W innym sposob rozwigzuje sie tkz zagadnienia brzegowo-poczatkowe.
Metode rozwigzania odkryt i wprowadzit matematyk Jean B.S. Fourier. Stuzy
ona do rozwigzywania liniowych rownan rézniczkowych czgstkowych . Bazuje
ona na technice rozdzielenia zmiennych i nazywana jest popularnie metoda
separacji zmiennych. Metoda ta wymaga twierdzenia o tym, ze kazda
rzeczywista funkcja zdefiniowana na zamknietym przedziale moze by¢
przedstawiona w postaci szeregu funkcji trygonometrycznych.

Metoda separacji zmiennych

Rozwigzanie zagadnienia brzegowo-poczatkowego przedstawia sie w
nastepujacej formie:

u(x,t) =X(x) T(t)
Réwnanie to powinno spetnia¢ dodane warunki np. warunki brzegowe.

Zastosujmy te metode do nastepujgcego zagadnienia.



u,—c*u, =0 0<x<L t>0
u(0,t) = u(l,t) =0 t>0— warunkitypu Dirichleta

ulx,0)=f(x) u(x0) =gkx) 0<x<L —war.poczatkowe

Zagadnienie opisuje ruch drgajacej struny, bez dziatania sit zewnetrznych
wymuszajacych ruch. Struna jest zamocowana na swoich konicach (spetnione
sg jednorodne warunki brzegowe).

Przedstawmy rozwigzanie u(x, t) w postaci u(x,t) = X(x) - T(t) i wstawmy je
do naszego réwnania. Dostaniemy:

XTtt - CZXxxT = 0 - XTtt = CZXxxT
Po rozseparowaniu zmiennych dostaniemy:

Xxx(x) 1 Ttt(t) X" 1T"
= — _ ——= —
X(x) ~ ¢2 T(t) monazapisa¢c X ¢2 T

Poniewaz rownos¢ ta zachodzi¢ musi dla wszystkich x it z rozwazanego
zakresu, wiec obie strony tej rownosSci musza by¢ state. Oznaczajac te stata
przez - A dostajemy réwnos¢
XII 1 TII
—_— = —A ,
X 2T

ktora prowadzi do uktadu réwnan

X' +A2X(x) =0 (%)
{T”(t) +ZAT(t) =0 (%)

Rozwazmy pierwsze réwnanie (*)




Dla funkcji X(x) otrzymaliSmy tzw. zagadnienie Sturma - Liouvielle’a
polegajace na wyznaczeniu takich wartosci 4, zwanych warto$ciami wtasnymi,
przy ktdrych istniejg niezerowe rozwigzania zwane funkcjami wiasnymi,
spetniajgce warunki

u(0,t) =X(0)-T(t)=0 - X(0)=0
ull,Lt)=X\)-Tt)=0 -X)=0

W celu wyznaczenia wartosci wtasnych zagadnienia trzeba rozwazy¢ trzy
nastepujace przypadKki.

1. 4 < 0 - wéwczas rozwigzaniem rownania (*) jest funkcja postaci:

X(.X') = Clex‘/_—’l + Cze_)ﬂ/——}L

Réwnanie to wynika z teorii rownan roézniczkowych zwyczajnych. Z
zastosowania warunkéw brzegowych X(0) = X(1) = 0 wnioskujemy:

X(0)=Ce® V24 Ce® V=0 5C+C,=0-C,=—C,

X(l) — Clel\/—_ll _ Cle—l\/—_ll — Cl (el\/—_ll _ e—l\/—_/l) =0
To drugie rownanie speinione jest tylko wtedy gdy €; = 0 = C,=0.
a

Dostajemy tak zwane rozwigzanie trywialne bo gdy

X(x)=0 m ulx,t) =Xx)Tt) =0

To rozwigzanie jako mato interesujgce odrzucamy.

2. A = 0 -w0dwczas rozwigzaniem réwnania (*) jest funkcja postaci:

X(x)=ax+Dhb

Stad



z czego wynika

XD=a'l=0— a=0

zatem

Zn6éw dostajemy rozwigzanie trywialnebo X(x) =0 wd:a]_g u(x,t) =0.

3. 4> 0 -wodwczas rozwigzaniem rownania (*) jest funkcja postaci:

X(x) = Cycos(xV2) + C, sin(xV2)
Z zastosowania warunkow brzegowych X (0) = X(I) = 0 wnioskujemy:

X(0) = €1 cos(0-VA) + C,sin(0-VA) =0 =——= €, =0

oytzymujemy

X() =Cysin(l-V2) =0 > sin(l-Va) =0

zczego wynika

Zatem [-+A=nm gdzie n oznacza kolejne liczby naturalne. Mozemy
zapisac:

A, = (nT”)Z dla n=1,23..

Liczby A,, nazywane s3 warto$ciami wlasnymi rozwazanego zagadnienia.
Zatem istniejq niezerowe funkcje zwane funkcjami wtasnymi o postaci

X, (x) = sin (n_lnx)

bedace rozwigzaniami réwnania (*) z warunkami X(0) = X (1) = 0.

Rozwazmy teraz réwnanie (**). Przypomnijmy jego postac:
T"(t) + c*AT(t) = 0

Z poprzednich rozwazan wiemy, ze interesuje nas tylko przypadek, gdy 4 > 0
(bo w pozostatych otrzymaliSmy rozwigzania zerowe) i



Rozwigzanie jest analogiczne jak dla punktu 3. w poprzedniej dyskus;ji.

T(t) = Acos (t czl) + Bsin (t CZA)

2
Z poprzednich rozwazan wiemy, ze 4,, = (nT”) n = 1,2,3.. Wstawiajac to do
powyzszego roOwnania dostaniemy:

nmc )

T,=A4,cos (? t) + B, sin (Tt

Mamy juz prawie wszystkie dane aby skonstruowac¢ rozwigzanie zagadnienia
wyjSciowego. Mozemy napisac:

u, =X,(x) - T,(t) n=1,273..

Z czego po podstawieniu wynika:

u,(x,t) = (An cos (# t) + B, sin (g t)) - sin (?x) n=123..

Aby skonstruowac¢ ostateczne rozwigzanie spetniajgce warunki poczatkowe

tworzymy szereg:
nmc nmc nm
u(x,t) = Z u,(x,t) = z (An cos (T t) + B, sin (T t)) - sin (T x)
n=1 n=1

Wspdiczynniki A, i B, zaleza od dolgczonych warunkéw poczatkowych i
zgodnie z teorig szeregdw Fouriera okreslone sg nastepujgcymi wzorami:

A, = %flf(x)sin (nTnx) dx
0

b =3[ owsin(Fr)a
n=7 ngsm x)dx
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Krétkie uzupeinienie - szeregi Fouriera

Szereg Fouriera to taki szereg nieskonczony, w ktorym pojawiajg sie funkcje
sin(...) i cos(...).

Szereg Fouriera sinuséw:

f(x) = i A, sin (n_ln x)
n=1

Wtedy wzdr na wyznaczenie wspotczynnikow ma postac:

A, = %Jlf(x)sin (?x) dx
0

Wzdr ten jest czesto zwigzany z warunkami brzegowymi typu Dirichleta na
przedziale (0, ).

Szereg Fouriera cosinusow:

1 = nm
f(x) = EAO + ZlAncos (Tx)
n=

Wtedy wzor na wyznaczenie wspoétczynnikdw ma postac:

A, = %flf(x)cos (?x) dx
0

Wzér ten jest zwigzany z warunkami brzegowymi typu Neumanna na
przedziale (0, ).

Pomocne definicje i twierdzenia

1. Funkcja f(x) jest funkcja parzysta gdy f(—x) = f(x). Przyktadem
takiej funkcji jest cos(x).

11




2. Funkcja f(x) jest funkcja nieparzysta gdy f(—x)=—f(x).
Przykladem takiej funkc;ji jest sin(x).

Twierdzenie

Niech funkcja f(x) bedzie Kkawatkami ciggla funkcja na
symetrycznym przedziale (- a, a).
Jezeli f(x) jest funkcja parzysta wtedy:

f:f(x)dx = ZJOaf(x)dx

Przyktad graficzny funkcji parzystej

Jezeli f(x) jest funkcjg nieparzystg wtedy:

j_af(x)dx =0
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Przyktad graficzny funkcji nieparzystej:

F 3

Szereg Fouriera sinusOw moze by¢ traktowany jako rozwiniecie dowolnej
funkcji nieparzystej o okresie 21 zdefiniowanej w catym przedziale —o < x <
+o00.

Szereg Fouriera cosinus6w moze by¢ traktowany jako rozwiniecie dowolnej
funkcji parzystej o okresie 21 zdefiniowanej w catlym przedziale —o < x <
+00,

13




