Zajecia 5
RRC Il rzedu

Dokonuje sie kwalifikacji rownan RRC Il rzedu na trzy wyraine typy:
hiperboliczny, paraboliczny i eliptyczny.

Rozwazmy ponizsze réwnanie drugiego rzedu, gdzie u(x, y) jest poszukiwang
funkcja.

a(x,y)uy, + b(x, y)u,, + c(x,y)u,, = f(x,y,u,u,, u,)

Powyzsze rédwnanie nazywane jest

a. hiperbolicznym w punkcie (x,y) jezeli

8 =b*—4ac>0 (H)

b. parabolicznym w punkcie (x,y) jezeli

8§ =b*—-4ac=0 (P)

c. eliptycznym w punkcie (x,y) jezeli

8 =b*—4ac<0 (E)

Okazuje sie, ze rownania tego samego typu majg wiele wspadlnych cech. Pokazemy
tez, ze specjalna zamiana zmiennych kazdego réwnania pewnego typu moze by¢
uzyta do przetransformowana tego réwnania w jego kanoniczng forme.




llustracja:
Sklasyfikuj rownanie:
o
Uyy — SUyy, =0
dla tego rownania
a=1 b=-5 ¢c=0

§=b%—4ac=(-5)2-4-1-0=25-0=25>0 (H)

Zatem réwnanie jest typu hiperbolicznego.
o
duy, — 12uy, +9u,y, +u, =0
dla tego rownania
a=4, b=-12, c=9
§=b%—4ac=(-12)>-4-4-9=144—-144=0 (P)
Zatem réwnanie jest typu parabolicznego.

du,, + 6uy, +9u,, =0

dla tego rownania

§=b%—4ac=(6)2—4-4-9=36—144=—-108 < 0 (E)

Zatem réwnanie jest typu eliptycznego.



Zadanie 1
Znajdz region na ptaszczyznie xy, dla ktérego réwnanie

YUyy — 2Uyy + XU, = 0
jest hiperboliczne, paraboliczne lub eliptyczne.
Dla tego réwnania

a=y, b=-2, c=x
§=b%?—4ac=(-2)>—4-y-x=4—4xy = 4(1 — xy)

Rownanie jest hiperboliczne gdy 6 > 0
Zatem

1—xy>0@ xy <1
1
dlax>0 i y<;

1
dlax<0 i y>;

Réwnanie jest paraboliczne gdy 6 = 0
Zatem
l—xy=0= xy=1

stad

1
na krzywejy = po



Rownanie jest eliptyczne gdy § < 0
Zatem

1—xy<0ﬁ xy>1

1
dlax>0 i y>;

1
diax<0i y<-—
X
Przedstawmy to na wykresie

y=1/x

(E) \\

-
.\o Na krzywych

;//2 (P)




Zadanie 2
Okresl typ rédwnania:

d 9%z

[(1—x)2 aZ] a2y
Ax axl K2 az

Musimy zrézniczkowac pierwszy czton réwnania po oo Liczymy zatem pochodng

iloczynu. Drugi czton przepisujemy bez zmian.

0z ,0%z 1 ,0%z
—2(1—?6)&4'(1—30 ﬁ—ﬁ 1—X) — =0

Gdzie kto wartos$¢ stala. Wtedy
—A-x)? b=0 c=—-(@—x?
a=(1-x) = C__ﬁ( —x)
Liczymy &
5§ =b*—4ac=0-1401 2. 11 2—41 *>0
=b"—dac=0-41-x)° (- 71 -0 =70 -0)"2

Czyli
dla x = 1 — réwnanie paraboliczne

Ale jest to tylko przypadek teoretyczny, gdyz dla x=1 zamiast rownania
mielibysmy tozsamos¢ 0=0

dla x # 1 — rownanie hiperboliczne
Zadania do samodzielnego rozwigzania:
Zadanie 3
Znajdz region na ptaszczyznie xy, dla ktérego réwnanie

(1 = x®)Uyy — 2XY Uy, + (1 — yDuyy, + u, — dxyu, —2u =0



Jest hiperboliczne, paraboliczne lub eliptyczne.

Wskazéwka: Dostajemy réwnanie okregu o promieniu 1 . Na zewnatrz rdwnanie
jest hiperboliczne, na okregu paraboliczne i wewnatrz eliptyczne.

Zadanie 4
Okresl typ rownania

e Uy, + 26 YUy, + e?uyy, —xu =0
Odp. Typ paraboliczny

Uy = Uy T 2Uy + Uy, — 33Uy, +4u =0

Odp. Typ hiperboliczny

Sprowadzanie rownan do postaci kanonicznej

Twierdzenie: Istnieje przeksztatcenie nieosobliwe obszaru D, za pomoca ktérego
rownanie

a(X, Y)tyy + b(X, Yty + c(x, YUy, = f(2, 5,0 uy,w,) (%)

Mozna sprowadzi¢ do postaci kanoniczne;j.

Definicja: Przeksztatcenie: € = £(x,y), n = n(x,y) nazywamy przeksztatceniem
nieosobliwym obszaru D wtedy i tylko wtedy, gdy w tym obszarze spetnione s3
warunki:

o funkcje &(x,y),n(x,y) maja ciagte pochodne czgstkowe rzedu drugiego,
co jet réwnoznaczne z tym, ze
§,m€C*(D)
e Jakobian przeksztatcenia
_$x Sy
J=1n, Ny

‘ + 0w obszarze D




e Wezimy

w( m=ulx y),n(xy) = ulx,y)
e Twierdzimy, ze funkcja w jest rozwigzaniem rownania drugiego rzedu tego
samego typu co rownanie (*)

Definicje:

e Kanoniczna forma rownania hiperbolicznego ma postac:

Wep = G(§, 1, W, Wg, wy)

e Kanoniczna forma rownania parabolicznego ma postac:

Wer = G(E, n,w,wg, w,,) lub Wpy = G(E, n,w,wg, w,,)

e Kanoniczna forma rownania eliptycznego ma postac:

Wee + Wyy = G(§,1,w,wg, wy)

PODSUMOWANIE:

Réwnanie RRC Il rzedu mozemy sprowadzi¢ do formy
kanonicznej. Aby j3 otrzyma¢ musimy dokonaé¢ zamiany
zmiennych. Do naszego rdéwnania (*) podstawiamy
w(&,n) i dokonujgc szczegétowej analizy dochodzimy
do réwnania rézniczkowego zwyczajnego. Jego postac
jest zalezna od typu wyjsciowego rownania. W wyniku
rozwigzania dostajemy tkz krzywa charakterystyczng
lub charakterystyke rownania (*).




Sprowadzanie do postaci kanonicznej rownania typu

hiperbolicznego

Chcemy réwnanie RRC Il rzedu o typie hiperbolicznym sprowadzié¢ do postaci:

Wep = G(§,0,W, Weg, wy)

Wiemy, ze aby jg otrzyma¢ musimy dokona¢ zamiany zmiennych (x,y) —

( E, 1]). Wyznaczamy je wlasnie z rownan charakterystyk.

Réwnanie typu hiperbolicznego ma dwie rodziny charakterystyk rzeczywistych o postaci:

1.
dx dy
a - 1 - Cl - ¢1(x'y)
> (b +8)
2.
dx dy
a - 1 - CZ - ¢2(x'y)
7 (b—V8)

Przyjmujemy, ze

§=p1(x,y)=C1 i n=d¢(xy) =C;

i sprawdzamy, czy spetniony jest warunek:

$x Sy
Nx My

J=fE Blwo




Przyktad ilustrujacy

Sprowadz ponizsze rownanie do postaci kanoniczne;j
12u,, — 7uy, +uy, =0
e Sprawdzamy jaki to typ roOwnania
a=12, b=-7, c¢c=1
§=b*—4ac=(-7)?*-4-12-1=49-48=1>0 (H)
Zatem nasze réwnanie jest typu hiperbolicznego

e Szukamy z rownan charakterystyk zmiennych &, 1

Pierwsze ré6wnanie charakterystyk ma postac:

dx dy dx dy dx dy

a 1 T o121 7 o120 -3
(b +8) > (=7 ++1)

Catkujemy

—3]dx—12jdyposkmcemu fdx=4jdy5?—x+(]1—4y

Dostajemy

Ci=x+4y




Drugie rownanie charakterystyk ma postac:

dx dy dx dy dx dy
= e d = - _—
a 1 12 1 12 —4
7 (b—8) 7(=7-v1)
Catkujemy
—4fdx—12jdyposkmcemu jdx=3]dy@—x+€2=3y
Dostajemy
C,=x+3y

Przyjmujemy ¢{=C,=x+4y i n=C;=x+3y

Sprawdzamy warunek
$x ‘ 4
= = =3—-4=-1+#0
J Nx My |1

Zatem znalezliSmy zmienne &,7, ktére pozwolg nam sprowadzi¢ wyjSciowe
réwnanie do postaci kanoniczne;j.

Zatem mamy w tej chwili sytuacje:

u(x,y) =w(n)

Ale wiemy, ze €, 1 sa funkcjami zmiennych x, y.

10 |




Musimy policzy¢ pochodne w nowych zmiennych. W réwnaniu wyjSciowym sa
tylko pochodne drugiego rzedu. Policzmy je, korzystaja ze wzorow i
informacji, ze: §,=1,§, =4, m, =1, 1, =3 ipochodne §,, = &), =1, =
Nyy = Exy =Nxy = 0.

Uyxy = Wfff}% + wanfxnx + Wnnnazc + Wffxx + Wplyx =
Wee 124+ 2wey +1- 1+ wpp 12+ w04+ w, -0 =

Wff + Zan +W7777

Uyy = Wfffx'fy + an(fxny + fynx) T WanTxy + Wffxy T Wllxy =
W§$'1'4+W§n'(1'3+4"1)+W?777'1'3+W5'0+W’7.0:

4W§E + 7w;n+3w,m

Uy, = Wegsy + 2Wenymy + Wiy + Wedyy + Wiy, =
Wff'42+2WEn'4'3+Wnn'32+WE'O+Wn'0=

16WE§ + 24W§'n +9W,m

Wstawmy policzone pochodne do naszego wyjSciowego rownania.
Przypomnijmy je:

12u,, — 7uy, + uy, =0
Zatem dostaniemy:

12w§f + 24W€n + 12Wm1 — 28w;§ — 49w§,, — 21W11n + 16w5§ + 24wf,, + 9Wm1 =0
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Po dodaniu do siebie odpowiednich cztonéw dojdziemy do postaci:
_WEn =0

Wiedzac, ze w(é,n)= u(é(x,y),n(x,y)) mozemy wr6ci¢ do funkcji
poszukiwanej i napisac:

uf,,:O

Jest to posta¢ kanoniczna naszego wyjSciowego réwnania. Aby znaleZzé
rozwigzanie musimy dokona¢ catkowania. Aby lepiej zrozumie¢ caty proces
zapiszmy nasze roOwnanie w postaci:

%u 0 (au)
anaE  an\a¢

Najpierw catkujemy stronami po dn

ji(a_u>dn=f0dn o r— a—u=0+C(f)=C(f)
an \9& codajenam @&

Gdzie C(§) jest funkcja zalezng od zmiennej, po ktérej nie catkuje.

A nastepnie otrzymane rownanie catkujemy stronami po d§

Ju
Ja_fdf: fc@)df > u=f()+gm
oznaczajac f(f)=f c(&dé¢

Gdzie g(n) jest funkcja zalezng od zmiennej, po ktdrej nie catkuje.
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Dostatam zatem rozwigzanie og6lne w zmiennych &, 7

u@mn =fE+gm

A podstawiajagcé = x+4y i n = x+ 3y dostajemy:

u(x,y) = f(x +4y) + g(x + 3y)

T

Jest to poszukiwane rozwigzanie ogélne w zmiennych x,y

Aby znaleZ¢ rozwigzanie szczeg6lne musimy mie¢ dane warunki poczatkowe.
Dodajmy do naszego réwnania wyjsciowego dwa warunki:

12u,, — 7Tuyy tuy,, = 00— u(x,y) = f(x + 4y) + g(x + 3y)

0 rozwiazaniu
I warunek u(x,0)=e*
Il warunek u,(x,0) = 20x

Warunek I mozemy bezposrednio wstawi¢ do rozwigzania , drugi wymaga
policzenia pochodnej u,. Policzmy jg zatem Kkorzystajgc z rozwigzania

ogdlnego.

df o0 dgo
_drog dgon

Y=z ay " dn oy

=f'"44+9 -3=4f"+39g'

Zastosujmy zatem warunki poczatkowe do naszego rozwigzania i policzenia
pochodnej aby wyznaczy¢ nieznane funkcje f i g.
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Dostajemy uktad rownan

fx+4-0)0+g(x+3-0)=¢e*
{4f’(x+4-0)+3g’(x+3-0)=20x

Po uproszczeniu

{ fx)+gx) =e*
4f"(x) +3g9'(x) = 20x

Zrozniczkujmy pierwsze rOwnanie i przemnodzmy przez (-4):

—4f'(x) — 4g'(x) = —4e*
{ 4f"(x) +3g'(x) = 20x

Dodajmy teraz rownania stronami. Otrzymamy:

—g'(x) = 20x — 4e”* > g'(x) = 4e* — 20x

po przemnozeniu przez (—1)

[ catkujemy

2
x
glx) = j(4ex — 20x)dx = 4e* — 207 +C=4e*—10x%2+C

Mamy prawie gotowy ,przepis” na funkcje g. Biorgc z = x dokonujemy
uogdlnienia. Zatem nasza funkcja g ma nastepujacg postac:
g(z) = —10z% + 4€? + C « przepis na funkcje g
Znajac funkcje g mozemy wyznaczy¢ funkcje f korzystajac z r6wnania

f(x)+glx) =e* - flx) =e*—g(x) = e* — (—10x? + 4e* + ()

f(x) =—-3e*+10x%>—-C
Uogo6lnijmy to i wezmy z = x wtedy:

f(z) = 102> — 3e* — C « przepis na funkcje f
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Znajac obydwie funkcje mozemy wyznaczy¢ ostateczne rozwigzanie- czyli
znalez¢ rozwigzanie szczegodlne:

u(x,y) = f(x +4y) + g(x + 3y)

Zatem, po redukgcji statej C (stata C wystepuje w obu funkcjach w funkcji g ze
znakiem ,+”, w funkgji f ze znakiem ,—" ) otrzymujemy:

u(x,}’) - 10(x + 4-y)2 — 3ex+4y — 10(x + 3y)2 + 4ex+3y
Co po uproszczeniu daje ostateczne rozwigzanie:

u(x,y) = 70y + 20xy + €*t3Y(4 — 3e?) « rozwiazanie szczegélne
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