Zajecia 12

Elementy Analizy Funkcjonalnej

Przestrzenie funkcyjne to pomyst analogiczny do pomystu zwyktych przestrzeni
wektorowych ( w sensie geometrycznym). Przestrzenie wektorowe majg swojg
miare wektorow (w sensie dfugosci), odlegtosci miedzy wektorami i iloczyny
skalarne.

Réznica miedzy zwyktymi przestrzeniami wektorowymi a przestrzeniami
funkcyjnymi polega na tym, ze wektory z przestrzeni funkcyjnych pozwalajg na
wiele alternatywnych sposobdow mierzenia dtugosci, dystansu miedzy wektorami i
liczenia iloczynow skalarnych.

Potrzeba uzycia tego typu przestrzeni wynikata z badania istnienia i
jednoznacznosci zagadnien brzegowych i ich aproksymaciji.

Norma wektora

Niech V bedzie liniowga przestrzenig wektorowa nad zbiorem liczb rzeczywistych
R. Liniowos¢ przestrzeni oznacza, ze jest w niej okreslone dziatanie dodawania
wektoréw oraz mnozenia wektordw przez liczby:

{u=v+w
u=a-w

Norma przestrzeni wektorowej V jest funkcjg, ktdra przeksztatca kazdy element
(w sensie wektora) ueV w liczbe rzeczywistg ||u|| taka, ze ||u|| spetnia
nastepujace warunki:

o |lul|=0 i |lul|=0 u =0 — (dodatniosc)

;tylko wtedy,gdg;
) ||oc - u|| = |af - ||u||, a€eR — (jednorodno$c)

o |lu+vl| < |lull+]|lvl], wveV— (nieréwnosé tréjkata)



Przyktadem normy w przestrzeni geometrycznej, gdzie x € R"jest zwykta dtugos¢
wektora.

Liniowa przestrzen ze zdefiniowang normg nazywa sie unormowang przestrzenia
liniowa.

lloczyn skalarny

lloczyn skalarny jest to funkcja, ktéra kazdej parze wektoréw przyporzadkowuje
liczbe rzeczywista.

Mozemy w skrécie zapisaé to nastepujgco :
V XV — R dla kazdej pary wektoréow u,veV XV

lloczyn skalarny oznaczamy jako (u,v) lub < u,v >. Spetnia on nastepujgce
warunki:

e (u,v) =,u) (warunek symetrii)

e (au,v) =a(u,v) (warunek homogeniczno$ci)

o (u; +u,,v) = (uy,v)+ (uy,,v) (warunek addytywnosci)
e (u,u)>0 i (uu)=0 o u =0 (warunek dodatniosci)

Przykfad
lloczyn skalarny (x,y) = x;y;

SprawdZmy czy spetnia postawione warunki:

* XiYi = YViXi



o (axp)y; = alx;y;)
o (xi+yz = xz; + ¥,z
o x;x; = 0zerem jest tylko gdy x =0

Zatem wszystkie warunki sg spetnione.

Taki iloczyn skalarny mozemy przyktadowo wyrazi¢ nastepujaco.

(f.9) = [ f-gdo
0

Mozna sprawdzié, ze spetnia on wszystkie postawione warunki.

Wektory ortogonalne

Dwa wektory sa ortogonalne, jezeli ich iloczyn skalarny jest zerowy.
(u,v) =0

Ortonormalnosc¢

Zbior wektoréow {u,, } nazywamy ortonormalnym jezeli

) 1 i=j
(ui,uj) = 611 glee 611 = {0 i :/:j

Przestrzen unitarna

Zbior V iloczyndéw skalarnych nazywamy przestrzenig unitarng, jezeli

e VI jest przestrzenig liniowa
e Posiada okreslony iloczyn skalarny (u, v)
e W przestrzeni V zdefiniowana jest norma

|lul| = V@ w)

Unitarnos¢ oznacza zatem przestrzen z okreslonym iloczynem skalarnym i norma.



Twierdzenie
Niech uq,u,, ..., u, bedzie ciggiem elementéw {u,}. Jezeli zachodzi

lim [[uy —u,l| =0
mmn—oo

Jest to cigg Cauchy’ego.
Jezeli dla kazdego ciagu {u,} istnieje element uy € V oraz
lim |2, — | = 0
to przestrzen, w ktdrej ten warunek jest spetniony nazywamy zupetna.

Przestrzenn Banacha

Jest to unormowana, zupetna przestrzen liniowa.

Przestrzen Hilberta

Jest to przestrzen unitarna zupetna. Mozna tez znalezé definicje, ze jest to
nieskoniczenie wymiarowa przestrzen Banacha z okreslonym iloczynem skalarnym.

Przestrzen funkcyjna L2(Q)

Moéwimy, ze u € L?(Q) czyli do przestrzeni wektorowej funkcji catkowalnych w
kwadracie gdy spetniony jest warunek

(wu) = f u?(x)dQ < oo
Q

Oznacza to, ze L?({)) jest ograniczong przestrzenia z okre$long norma i
iloczynem skalarnym.

Funkcje prébne

Funkcjami probnymi (testowymi) ¢: R™ - R nazywamy funkcje nieskonczenie
rézniczkowalne (tkz funkcje gtadkie), czyli takie, ktérych wszytkie pochodne
istniejg i sg ciagte.



Funkcje te sg rdozne od zera na ograniczonym obszarze. Zbidr takich funkcji
oznacza sie symbolem Cj°. Dolny indeks — 0 oznacza, ze funkcja ¢peCy°(Q2)znika
blisko brzegu (.

Pochodna dystrybucyjna lub tkz pochodna uogdélniona

Funkcja u € C™(£)) ma pochodng dystrybucyjng (uogdlniong) jezeli spetniona jest
nastepujaca rownosé:

(00]

joo Du(x)p(x)dx = —j u(x)Dep(x)dx

gdzie Du(x) == i Dp(x) =22,

Dla pochodnych dystrybucyjnych rzedu a réwnos¢ wyglada analogicznie:

f D%u(x)p(x)dx = —f u(x)D*P(x)dx
Q

Q

Definicja przestrzeni Sobolewa

Przestrzenig Sobolewa H™({l) nazywamy przestrzerr funkcji catkowalnych w
kwadracie, ktérych pochodne czgstkowe w sensie dystrybucyjnym do rzedu m
wtacznie tez nalezg do L2((Q).

Definicje te mozemy w skrécie zapisaé nastepujgco:
H™(Q) == {ue L*(Q): D*uel?(Q)dla0 < |a| < m}
Przestrzen ta ma okreslong norme i iloczyn skalarny.

Przestrzen Sobolewa 1 rzedu zdefiniowana jest nastepujgco:



HY(Q) == {u e L*(Q): ou € L>(Q)}

axi
Przestrzen ta ma norme i iloczyn skalarny przedstawione odpowiednio ponizszymi
wzorami —
norma

| =

2
dQ]

i =| [ |u|2+|ax1

|ax2

iloczyn skalarny

Sformutowanie stabe

Rozwazmy zagadnienie Dirichleta dla réwnania Poissona

{ —Au=f

u = 0na brzeguTl

Dla f e C(Q) klasyczne rozwigzanie nalezy do C%(€) i znika na brzegu T.
Przemndzmy réwnanie Poissona przez dowolng funkcje ¢(x)eCs° () (czyli przez
funkcje gtadka, znikajgca na brzegu). Scatkujmy rezultat. W wyniku dostaniemy:

—fn q)-AudQ:fﬂ ¢ f dQ

a”dg+fv VudQ
¢an ¢Vu

0

—f b-AudQ =—
[y

an



Zauwazmy, ze catka po brzegu dQ znika, bo funkcja ¢ na brzegu jest réwna zeru.

Zatem prawdziwa jest rownosc:

fv.:pwdsz:f ¢ fdQ < — —dQ=| ¢-fda
Q Q

co jestréwnowazne a axi axi Q

Tozsamos¢ powyzsza ma sens nawet wtedy, gdy wyjsciowe rownanie nie ma
rozwigzan klasycznych nalezacych do C%(Q) i nawet wtedy gdy funkcja feL?(Q)
nie jest funkcja ciagta.

Definicja stabego rozwiazania

Niech ue H1(Q) (nalezy do przestrzeni Sobolewa 1-rzedu) i feL?(Q) (do
przestrzeni funkcji catkowalnych w kwadracie).

Jezeli dla kazdej funkcji ¢eCy°(Q) (gtadkiej i znikajacej na brzegu) zachodzi
tozsamosc:

to moéwimy, ze u jest stabym (uogdlnionym) rozwigzaniem réwnania wyjsciowego
(w tym wypadku réwnania Poissona).

Nasze zadanie jest réwnorzedne znalezieniu u € Hj () takiego, ze

(Vu,Ve)o = (f, d)o



dla wszystkich ¢peHZ (Q) (gdzie C§° () jest podprzestrzenig Hj (£2)).
Uwaga

Do sformutowania stabego mozemy dojs¢ rdéwniez poszukujagc minimum
funkcjonatu tkz catki Dirichleta

1
G(u) = Ef |Vu|? dQ
Q

Zatem tkz pochodna Gateaux (pochodna kierunkowa) musi by¢ rdwna 0.

d
—G(u+ 51,0)3:0 =0

de
Poszukiwanie rozwigzania
Wezmy
[0 ]
u= z a; i
n=1

gdzie a; to nieznane wspodfczynniki, a ¢; to funkcje probne (preferowane sg
ortonormalne). Dokonujemy aproksymacji a wiasciwie obciecia (jesli ciag {u,,} jest
zbiezny to wspdtczynniki znikajg w nieskonczonosci). Funkcje prébne nalezy
dobraé z odpowiednich przestrzeni Hilberta.

k

uzzaiqbi

n=1

Gdy u w takiej postaci podstawimy do réwnania:

fﬂ Vu-Ve dQ = L fpd ———= | V(a;¢;))Ve;d) = L fi®i

dostaniemy a



Mozemy zapisa¢ powyzszg rownosc¢ w postaci
a;K;j = d;

Gdzie
0

jest nazywana macierzg sztywnosci (od zagadnien zwigzanych z wytrzymatoscia
konstrukgcji) a

d; = fﬂ fidi

to tak zwany wektor sit.

Dostajemy zatem uktad réwnan z nieznanymi wartosciami «;, ktéry nalezy
rozwigzac znanymi metodami numerycznymi.



