Zajecia 4 RRC
Skrot najistotniejszych informaciji:

Do rozwiazywanie rownan liniowych i quasiliniowych uzywamy metody
charakterystyk.

Przedstawmy rownanie RRC | rzedu w postaci:

a(x,y,u) u, + b(x,y,u) u, = f(x,y,u)

Zatem rozwigzanie polega na znalezieniu réwnania powierzchni u = u(x, y).

Warunek poczatkowy dodany do réwnania oznacza krzywag [ lezagcg na tej
powierzchni.

Zdefiniujmy wektor wspétczynnikéw: v = (a, b, f).

Mozna pokazaé, ze szukana powierzchnia jest styczna do tego wektora.

Jezeli ,wyruszymy” z punktu na krzywej [ i bedziemy poruszac¢ sie w kierunku
wyznaczonym przez wektor ¥, to nakreélimy krzywa na powierzchni u(x, y).

Krzywa ta nazywa sie charakterystyka. Mozna udowodnic, ze wektor styczny do tej
krzywej jest proporcjonalny do wektora v.

Stwierdzenie to prowadzi do réwnosci:

dx dy du
a b f

Ktora jest rownorzedna dwdm postaciom réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

dy b _ du f dx a _ du f
—=—= i —== b —=—- i —=—
dx a dx a dy b dy b

Wybieramy jedng z nich i rozwigzujemy. Otrzymujemy w wyniku dwie catki
pierwsze:

Ci=@p,(x,yu) i C;=@(xyu)




Postac rozwigzania ogdlnego: C, =f(Cy)

Na podstawie danego warunku poczagtkowego wyznaczamy nieznang funkcje f

Zadanie 1

Rozwazmy zagadnienie Cauchy’ego o postaci

U +u, +7u = 0 = — U; +u, = —7u
mozemy zapisac jako

u(x,0) = e* warunek poczatkowy

Zdefiniujmy wektor wspétczynnikéw v = (a, b, f) = (1,1, —7u) .

Do rozwigzania powyzszego zagadnienia wykorzystajmy réwnos¢:

dx dt du
a b f
W naszym przypadku przyjmuje ona nastepujgcg postac:
dx dt du
1 1 -7u

De facto otrzymalismy dwa rownania rézniczkowe zwyczajne o rozdzielonych
zmiennych.

Oznaczmy pierwsze numerem 1

dx B dt
1 1

i drugie numerem 2
dt du




Rozwigzanie rownania 1:

fdx=jdt — x=t+(; = C;=x—1
dostajemy stad

Rozwigzanie rownania 2:

fdt— — —7t+InC, =lnu
—7u dosta]emy

Wygodniej nam statg opisaé¢ w postaciln C, (logarytm ze statej jest tez statg). Utatwi
nam to nastepne przeksztatcenia. Statg mozemy dodaé¢ z dowolnej strony. Nie
zmieni nam to ostatecznego rozwigzania.

Kontynuujac

u u
—7t=lnu—InC,—/———-7t=In— = et =—
co daje nam C, stad C,

otrzymujemy ostatecznie:

u

C,=——— =ue
2 e-7t

7t

Nasze rozwigzanie ogdlne bedzie wynikato z przedstawienia C, = f(Cy)
omoéwionego w poprzednim wyktadzie.

Zatem w naszym przypadku rozwigzanie ogdlne mozemy zapisac jako

=fx-1)

co pozwala nam zapisa¢ nieznang funkcje u w postaci

u=e ’tf(x—t)

Funkcja f jest dowolng funkcjg argumentu (x — t). Aby jg ukonkretnic skorzystamy
z warunku poczatkowego




u(x,0) =e*
Zatem
u(x,0) =e 7% (x — 0) = f(x) = e*

Zrobmy podstawienie z = x wtedy f(z) =e”? i to jest ,przepis” na naszg
poszukiwang funkcje f.

Wykorzystujgc powyzszy ,przepis” mozemy przedstawi¢ rozwigzanie szczegdlne
wyjsciowego réwnania:

u(x, t) = e Ttex=t) — o=TtpXp—t — oXp—8t — ox—8t

Do samodzielnej pracy:

1. Sprawdzi¢, czy rozwigzanie spetnia réwnanie wyjsciowe
2. Udowodni¢, ze dostaniemy to samo rozwigzanie gdy wybierzemy
alternatywnie dwa réwnania rézniczkowe zwyczajne o postaci:

dx dt = dx du

— — l —_— T —

1 1 1 —7u

3. Znajdz rozwigzanie zagadnienia:
Yuy — xu,, = 3x

u(x,0) = x2

Odpowiedz: u(x,y) = =3y + x% + y?




Zadanie 2
Dane jest zagadnienie Cauchy’ego o postaci:
U, +xu, =y
u(0,y) =cos y
Znajdz rozwigzanie.
Zdefiniujmy wektor wspdtczynnikéw ¥ = (a, b, f) = (1,x,y)
Do rozwigzania powyzszego zagadnienia wykorzystajmy réwnos¢:
dx dy du
a b f
W naszym przypadku przyjmuje ona nastepujgcg postac:
dx dy du
1 X y
Wytypujmy z tej rownosci dwa rownania. Wybor pierwszego wydaje sie oczywisty:
dx dy
1 X
Wybér drugiego jest jednak nietatwy. Czy zdecydowad sie na

dx du _ dy du
— =— czymozena —=— 7
1y x oy

Jak rozdzieli¢ zmienne, zeby miato to sens? Pierwsza opcja wydaje sie prostsza.
Zdecydujmy sie zatem na nig. Jednak warto zaznaczy¢, ze wybor jest arbitralny.

Rozwigzmy najpierw pierwsze z rownan:

dx _dy

2
b
1 . Wztedy jxdx=de:> Ci+—=y

dostajemy 2



i oczywiscie stata Cq

C, =
Zajmiemy sie teraz drugim réwnaniem:

dx du

Ty
Podstawmy za y wyrazenie otrzymane przy rozwigzywaniu pierwszego rownania
czyli y = (4 +x2_2.
3

x? X
C:>'a}kujemy f(C1 + 7)dx = fdu @ u=~0Cx+ 3 + C,

dx_ du

1 x2
Cl +7

Zapiszemy teraz wyrazenie na C,:

C, = C x
2= U 1X 6

i podstawmy do niego wyznaczone wczesniej C;

x2 x3

G=u-Q-5)x-—F

Réwnanie ogdlne otrzymamy, gdy skorzystamy ze wzoru C, = f(C;).

et

Co pozwala zapisa¢ nam nieznang funkcje u w postaci:

Zatem:

x? x3 x?
u= y—; 'X+E+f y—?




Aby znalezé rozwigzanie szczegdlne korzystamy z warunku poczatkowego:

u(0,y) = cosy

Zatem

0
u0,y)=@—-0)-0+— +f(y 0) = cosy=——= f(y) =cosy

dostajemy

Zrobmy podstawienie z =y wtedy f(z) = cos z i to jest ,przepis” na naszg
poszukiwang funkcje f.

Zastosujmy go w wyrazeniu na niewiadoma u:
x? x3 x? x3  x3 x?
= ( —7>'X+E+COS<)/—7> =yx—7+?+ COS<y—7>

Co w ostatecznym wyniku daje nam:

x3 x?
uzyx—?+ cos(y——)

ISTOTNE TOZSAMOSCI

Zanim przystgpimy do rozwigzywania nastepnego rdwnania, przyjrzyjmy sie
nastepujacym proporcjom. Jesli zachodzi:

a; a
—_— == :>a1 blﬂ.laz—bzl’{
b1 b2 wtedy

to prawdziwe s3 nastepujgce proporcje:

@ +ay _ o bid+bad by +by)
b, + b, b, + b, b, + b,




al_a2=/1 bo bll_bzl_l(bl_b2)=

bl_bZ bl_bz B bl_bZ A

Zadanie 3

Rozwigzmy nastepujgce rownanie quasiliniowe korzystajgc z powyzszych proporcji

uu, +yu, = x

u(x,1) = 2x

Zdefiniujmy wektor wspétczynnikéw v = (a, b, f) = (u,y, x) .
Do rozwigzania powyzszego zagadnienia wykorzystajmy réwnos¢:

dx dy du
a b f

W naszym przypadku przyjmuje ona nastepujgcg postac:

dx dy du
u y  x

Aby utatwié rozwigzanie, zamiast bezposrednich rdwnan wezmy nastepujace:

Pierwsze -
dx+du dy
u-+x y
Drugie —
dx—du ﬂ
u—x y



Scatkujmy pierwsze odpowiednio zapisujac licznik i mianownik:

dx+u) _ [dy 1 —Iny+InC, =InC
jm— 7mn(x+u)—ny+nl—nly

Dostajemy w wyniku

x+u=~Cy
co pozwala nam wyznaczyc¢ statg C;

x+u
1 =
y
Do wyznaczenia statej C, wykorzystajmy drugie réwnanie. Scatkujmy je zatem
zapisujgc odpowiednio licznik i mianownik

dix—u) (dy 1 _ S
.[_(x_u)_ 7dostajemy_n(x_u)_ny+n 2 = 1n Ly
Stad
1
ln(x — u)—l =In Czy _— — Czy
otrzymujemy X — U
Zatem
C. — 1
27 y(x —u)

Znajgc state C; i C, mozemy zapisac rozwigzanie ogolne.



€ =€) == ————=f(20)

dostajemy y(x — u) - y
Juz na tym etapie skorzystamy z warunku poczatkowego, zeby znalez¢ funkcje f.

Wiemy ze u(x, 1) = 2x, otrzymujemy zatem:

1 _ x+ 2x 3y = 1
1-(x—2x)_f( 1 )zczegowynikc; f( x)——;

Niech

z=3x = x=
stad

wIN

Zatem postac poszukiwanej funkcji f jest nastepujaca:

1 3
f@)=—7m=—7

Z

Aby znalez¢ rozwigzanie szczegdlne naszego wyjsciowego réwnania musimy wrocic
do rozwigzania ogdlnego o postaci uwiktanej i wykorzysta¢ informacje na temat
funkcji f.

1 <x+u

_ 1 3y
y(x —u)

3
) e — —_— =
y stosujemy f y(x —u) x+u x4+ u
y

Mnozymy obustronnie przez y(x — u)(x + u) i przeksztatcamy nasze réwnanie.

Dostajemy:
x+u=-3yy-(x—u)
u—3y*u= -3y’x —x

u(l—3y%) = —x(3y?+1)
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Dochodzimy do rozwigzania szczegdélnego:

_ xBy*+1) x(3y*+1)
T (1-3yH)  (3y2-1)
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