Zajecia 3

Aby otrzymaé rozwigzanie szczegdlne dodaje sie do rownania warunek
poczatkowy. Tak sformutowane zagadnienie nazywane jest wtedy problemem
Cauchy’ego.

Zadanie 1
Rozwigz zagadnienie Cauchy’ego o postaci:
4u, —3u, =0

{u(O, y) =y
Wektor zmiennych niezaleznych : zn = (x, y)
Wektor wspétczynnikéw: ¥ = (4, —3)
Wektorw’ L ¥ ma postaé: w’ = (—3,—4)
Policzmy k = const =w -zn = (=3,—4) - (x,y) = =3x — 4y
Wtedy rozwigzanie ogdlne ma postac:
u(x,y) = f(k) = f(=3x — 4y)

Aby znalez¢ konkretne rozwigzanie uzyjemy warunku poczatkowego:

u(0,y) =y°
u(0,y) =f(-3-0-4y) =y°
f(-4y) =y
Dokonajmy podstawienia z = —4y.Wtedy y = — i.
z\3 z3
f(z) = (_Z) =~

OtrzymaliSmy ,przepis” na funkcje f.
Zatem korzystajac z tego ,przepisu” mozemy zapisa rozwigzanie:

(-3x—4y)°  (3x+4y)?
64 B 64

u(x,y) = f(-3x—4y) = -



SprawdZmy poprawno$¢ naszego rozwigzania:

3x + 4y)? 3x + 4y)?
_ 3. Bxtdy) o Bxtdy)

Ux = 64 64
dZiem — M
g Y
(3x + 4y)? (3x + 4y)?
uy =3 - 4=12 " =12m

Wstawmy obliczone pochodne do réwnania wyjsciowego
du, —3u, =4-9m—-3-12m =36m—-36m =0
SprawdZmy jeszcze warunek poczatkowy

(3:0+4y)° 64y°
64 64

3

u(0,y) = =Yy

Jak wida¢ otrzymane rozwigzanie speinia zar6wno rownanie wyjsciowe, jak
réwniez dotagczony warunek poczatkowy.

Zadanie 2
Rozwigz zagadnienie Cauchy’ego o postaci:

{ut +5u, =0
u(x,0) =e*

Wektor zmiennych niezaleznych : zn = (x, t)
Wektor wspétczynnikéw: v = (5,1)
Wektor w~ L ¥ ma postac: w = (1,—5)

Policzmy k = const =w -zn = (1,-5) - (x,t) = x — 5t



Wtedy rozwigzanie ogdlne ma postac:
u(x, t) = f(k) = f(x — 5t)
Aby znaleZ¢ konkretne rozwigzanie uzyjemy warunku poczatkowego:
u(0,y) = e*
ux,0)=f(x—-5-0)=¢€*

f(x) =e*
Dokonajmy podstawienia z = x . Wtedy
f(2) =e*

Otrzymalismy ,przepis” na funkcje f.
Zatem korzystajac z tego ,przepisu” mozemy zapisa¢ rozwigzanie:
u(x,y) = f(x - 5t) = e
SprawdZmy poprawno$¢ naszego rozwigzania:
u, = e®*50 u, = —5e*50

Wstawmy obliczone pochodne do réwnania wyjSciowego

u, + 5u, = —5e* 59 4 5e*-50 =
Sprawdzmy jeszcze warunek poczatkowy

u(x,0) = e*=50) = ¢*

Jak wida¢ otrzymane rozwigzanie speinia zar6wno réwnanie wyjsciowe, jak
rowniez dotgczony warunek poczatkowy.

Metoda Charakterystyk dla rownan Quasiliniowych (w tym oczywiscie
zawieraja sie wszystkie zagadnienia liniowe) | rzedu.

a(x,y,wu, + b(x,y,wu, = f(x,y,u)



Moge to zapisac jako:

a(x,y,wu, + b(x,y,wu, — f(x,y,u) =0

a, b, f — sg funkcjami klasy C na obszarze Q € R3.
v=(abf) 71=(u,u,-1)
Nasze rozwigzanie mozemy przedstawic jako iloczyn skalarny:

v-n=(abf) (u,u,—-1)=0

Interpretacja geometryczna:

Szukamy réwnania powierzchni u(x, y). Wiemy, ze wektor n = (ux, uy, —1)
jest do niej prostopadty. Natomiast z réwnania ¥ - © = 0 mozemy wyciagna¢
whniosek, ze wektor ¥ = (a, b, f) lezy w ptaszczyznie stycznej do tej
powierzchni.

Warunek poczatkowy dodany do réwnania okresla krzywga [ lezacg na
szukanej powierzchni u(x, y).




Zatem zagadnienie Cauchy’ego polega na znalezieniu powierzchni stycznej w
kazdym swym punkcie do zadanego pola wektorowego ¥ i przechodzacej
przez zadang krzywgq [

Jezeli wystartujemy z jakiegos punktu okreslonego przez warunek
poczatkowy i bedziemy porusza¢ sie w kierunku wektora v, to poruszamy sie
wtedy wzdtuz krzywej, ktora lezy catkowicie wewnatrz powierzchni u(x, y).
Ta krzywa nazywa sie krzywg charakterystyczna.

Punkty krzywej charakterystycznej s3 opisane rédwnaniem
sparametryzowanym:

B(t) = x(OL + y(t)f + u(t)k

Jezeli zrézniczkujemy p(t) po zmiennej t wtedy otrzymamy wektor styczny do

krzywej:
p'(O)=x®Oi+y O +u Ok
e x =B _d L _du
Oczywiscie x = r y =4 U =—

Poniewaz krzywa charakterystyczng otrzymujemy przez poruszanie sie po
powierzchni w kierunku wektora 7 zatem wektory p'i U muszg byé
proporcjonalne.

Przypomnijmy: ¥ = (a,b,f) i p'(t) = (x'(t),y' (1), u' (1))
Zatem
P = v

gdzie A — pewna stata. Mozemy wiec napisac



Widac, ze dla pewnego A zachodzi:

dx/dt dy/dt du/dt
x/de _ - dy/dt . duw/dt
a b f

Z czego wyhnika, ze

Dostajemy z tej rownosci dwie postacie rdwnan rozniczkowych zwyczajnych:

dx a du f

dy b  du f
— == i —== lub —= - i
dx a X a dy b dy b

S3 to postacie rownorzedne i rozwigzujac jedng lub druga dochodzimy do
tego samego rozwigzania.

Zatem szukamy dwoch nieoznaczonych catek pierwszych powyiszych
uktadow:

¢1(x;y;u) = C1; ¢Z(x!y!u) = CZ

Rozwigzanie ogdlne mozna przedstawi¢ w dwdch postaciach:

I F((I)l(x,y,u),(l)z(x,y,u))=F(C1,C2)=O

I ¢(x,y,u) =f(¢1(x,y,u)) = C; =f(C1)

gdzie f jest dowolng funkcja ciggta.




Druga postac rozwigzania ogdlnego jest bardziej uzyteczna od pierwszej gdy
poszukiwane jest rozwigzanie szczegdlne.

Zadanie 3
Znajdz ogdlng postac rozwigzania dla rownania:
Uy +yu, =0

Zdefiniujmy wektor wspétczynnikow v = (a,b,f) = (1,y,0) i zapiszmy
rownosc:

dx dy du dx dy du

b f 1 y 0
Dostajemy z tej rownosci nastepujgca postaé réwnan:

dy y du 0
-1 orz oy

Zajmijmy sie pierwszym z podanych dwodch réwnan i rozdzielmy zmienne.
Wtedy otrzymamy:

i scatkujmy
dy x+C C x x
dx = ) - x+C=hy - y=e =e"e* = (e

Stad

Ci=e*y

. . . . p .. du . . .
Z drugiego rownania wynika bezposrednio, ze o 0 co daje po rozdzieleniu

zmiennych i scatkowaniu

u = const = C,



Znajgc state C; i C, mozemy zapisac:
¢1(x,y,u) = Cl =e” "y

¢2(x,y,u) = CZ =u

Zatem rozwigzanie ogdélne mozemy przedstawi¢ nastepujaco:

F(¢p1(x,y,u), p(x,y,u)) = F(C;,C,) =F(e™* - y,u) =0

Mozna tez skorzystac z drugiej postaci rozwigzania

(I)z(x,y,u) =f(¢1(x,y,u)) = CZ =f(Cl)

skad wynika

u=f(e*-y

Zauwazmy, ze otrzymalismy de facto nieskoriczong ilo$¢ rozwigzan bo funkcja
f w ogolnej postaci rozwigzania nie jest okreslona.

Zadanie 4
Znajdz ogolng postac rozwigzania dla réwnania:
Yuy —xuy, =0

Zdefiniujmy wektor wspétczynnikow v = (a, b, f) = (y,—x,0) i zapiszmy
rownos¢:
dx dy du dx dy du
—_— —_ = - —_——= —
b f y —x 0
Uktad réwnan, ktéry wybieramy (pomijajac przedstawienie bezposredniej
postaci rownan rozniczkowych zwyczajnych) ma postaé
dx dy ~ dy du
—_— 1 P —
y =X —X 0

Zajmijmy sie pierwszym z podanych dwéch réwnan, rozdzielmy zmienne i
scatkujmy. Wtedy otrzymamy:




C xZ 2
—fxdx=]ydy _)?1_7:)’7_) C; = x* + y?

Stad
d1(x,y,u) = C; = x* + y*

. . . . p .. du . . .
Z drugiego rownania wynika bezposrednio, ze o 0 co daje po rozdzieleniu

zmiennych i scatkowaniu
u = const = C,
Zatem
b, (x,yu)=C,=u
Jesli wyrazimy postaé rozwigzania nastepujgco:
F(¢p1(x,y,u), ¢,(x,y,u)) = F(C;,C;) =0

Otrzymamy

F(x?+y*u)=0

Jesli natomiast skorzystamy z postaci

¢2(x,y,w) = f(P1(x,y,w) = C; = f(Cy)

dostaniemy

u=f@?+y?)




