Zajecia 10

Przyktad 1

Znajdz rozwigzanie ponizszego zagadnienia

qu,, = u; O<x<m >0
u,(0,t) =u,(mt) =0 t=>0

u(x,0) = f(x) 0<x<m

Jest to zagadnienie przewodnictwa cieplnego z warunkami brzegowymi typu
Neumanna, gdyz dana jest pochodna normalna na brzegu. Tak sformutowany
warunek brzegowy oznacza w tym wypadku, ze przez konce preta przeptywa
zerowy strumien ciepta ( de facto — nie przeptywa zaden strumien ciepta).

Przy rozwigzaniu tego zagadnienia postepujemy wedtug podanego juz schematu:

1. Zaktadamy u(x,t) = X(x) - T(t) i wstawiamy do wyjSciowego réwnania.

2. Zrdéwnania otrzymujemy rownosc:
XII B TI B A
X 4T

3. Tozsamo$¢ ta prowadzi do dwdch rdwnan rézniczkowych zwyczajnych:

X'x)+2X(x) =0 0<x<m (¥
T'(t) + 4AT(t) = 0 t>0 (x%)

4. Szukamy wartosci wtasnych rozwigzujac réwnanie (*) wraz z dotgczonymi
warunkami brzegowymi

u,(0,t) =u,(mt) =0 m X'(0)=X'(mr)=0 (gdzieT(t) +0)

Przeprowadzamy dyskusje dla trzech przypadkéw

dai<0

X(x) = Clex‘/'—’1+Cze'xm - X'(x)=v-1(; eXV=2 /= ACe” V=2
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Stad
X'(0)=V=1 (e (e )=0 - -C,=0-C =6
X' () = V=1¢, (eW—_ﬂ —e T —A) =0 > C,=0

Z powyzszych rozwazan otrzymujemy informacje, ze dla 4 < 0 otrzymujemy
rozwigzanie trywialne.

daA=0

X(x)=ax+b -» X'(x)=a
Zatem

X'0)=a=0
X'(m) = a = 0 daje nam b dowolne, niezalezne od x
To rozumowanie prowadzi do stwierdzenia, ze dla A = 0:
X(x)=b
dai>0
X(x) = Clcos(x\/Z) + C, sin(xﬁ) - X'(x) = —Clx/fsin(x\/z) +C,V2 cos(x\/i)
Stad
X'(0) = —C,Vasin(0-VA) + C;Vacos(0-VA) =0 - CVi=0 - €, =0

X'(m) = —Clﬁsin(n - ﬁ) +0- \/icos(n - \/I) =0 - —Clx/Isin(n - ﬁ) =0

Z czego wynikajg wartosci wtasne:

sin(n-ﬁ)zo > nVi=nt - 1,=n% dlan=1,2,3 ...




Dostajemy tez wzér na funkcje wtasne, przyjmujac arbitralnie C; = 1:

X,(x) = cos(x\/I) = cos(nx) dlan=1,23..

5. Dla otrzymanych wartosci wtasnych A4 > 0 poszukujemy rozwigzania
rownania (**):
T'(t)+4AT(t) =0

Dla A = 0, réwnanie przyjmuje nastepujgcg postac:
T't)=0 - T(t) =const=C

Stad

u(x,t) =Xx)T(t) =b-C =B,

Dla A > 0 mamy
dT
T'(t) = —4AT = j—z —4Ajdt - InT = —4At+InB
stad T
z czego wynika
T
Ing=—4it T =Be 4t

Wstawiajac 4, = n? dlan=1,2,3 ...
Tn(t) = Bpe” 4t

i dostajemy wyrazenie

un(x: t) = Xn(X) . Tn(t) =B, COS(nx)e—4n2t




Dokonujemy superpozycji rozwigzan dla A =01 A > 0. Mozemy to zrobic,
bo rownania rézniczkowe zwyczajne byty liniowe.

Rozwigzanie ogélne ma postac:

u(x,t) = By + z B, cos(nx)e 4n't

n=1

6. Realizacja warunku poczatkowego pozwala znalez¢ nieznane
wspotczynniki B, dlan = 0,1,2, ...

u(x,0) = f(x) =By + Z B,, cos(nx)
n=1

Wyjsciowe roOwnanie opisuje zmiany temperatury w jednorodnym,
izolowanym i skonczonym precie, zatem statg B, mozna interpretowac jako
Srednig poczatkowg temperature.

Wspotczynniki By i B,, dlan = 1,2,3, ... otrzymujemy ze wWzorow:

1 Tt
By = —f f(x)dx
Mo

2 T
B, = —J f(x) cos(nx) dx
Mo

Przyktad 2

Rozwazmy przypadek, gdy temperatura na jednym koncu preta jest stata i
réozna od zera (mamy niejednorodny warunek brzegowy).

ulLt)=u, t=0




Nasze zagadnienie wyglada wtedy nastepujaco:

u; = ku,, O0<x<l t>0
u(0,t) =0 ull,t)=uy, t=0

u(x,0) = f(x) 0<x<l

Niech

u(x, t) = v(x, ) ++x

Podstawmy u(x,t) w tej postaci do wyjSciowego roéwnania. Dostaniemy
wtedy:

v, = kv,, O0<x<l t>0

uo'O

=0 t>0
l

v(0,t) = u(0,t) —

l =u0—u0=0 t>0

UpgX UgX
v(x,O)zu(x,O)—Tzf(x)—T dia 0 <x<l

Zatem zagadnienie, w ktorym pojawia sie niejednorodny warunek brzegowy
przeksztatcamy do postaci, w ktorej obydwa warunki brzegowe s3a
jednorodne. Nastepnie postepujemy wedtug przedstawionego w poprzednich
przyktadach schematu.

W wyniku postepowania powinni$my otrzymac rozwigzanie w postaci:
B nmnt _ _(M)Zkt . MIX\  UX
u(x,t) = Z[ f f(r)—— sm( ] )]dr e \'1 sm( ] )+ ]
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Zadanie do samodzielnego rozwigzania

T
Uy = 25 - Uyy 0<x<§ t>0

T

u(x,0) = 2sin(2x) —4sin(6x) 0<x< )
T

u,(x,0)=0 OSxSE

u(Ot)zu(Et)ZO t>0
) 2)

Rownanie Laplace’a

Au(x) =0 gdzie x=(x,y)lub x=(x,y,2) ...

du
AudV ceo J..a= dS
Au(x) = lim % On

—
V—*{-‘ru}v |V |V

Wyrazenie w liczniku po prawej stronie oznacza sumaryczny przeptyw
wielkoSci u przez powierzchnie zamknietg dV. Wielkos¢ ta podzielona przez
miare zbioru V oznacza Zrédtowos¢ u w zbiorze V.

Tym samym Au(x) =0 dlax eV oznacza, Ze w obszarze V nie ma zadnych
zrédet wielkosci u.

Przyktadowe Interpretacje fizyczne:

e Stacjonarny rozkltad temperatury w obszarze V, gdzie nie ma
wewnetrznych Zrédet ciepta.




e Rozktad potencjatu w obszarze I, w ktéorym nie ma rozmieszczonych
zadnych zrédet tadunku.

e Przeptyw ustalony ptynu nieSciSliwego bez wystepowania Zrddet i
upustow.

Wszelkie stacjonarne (niezalezne od czasu) procesy falowe, dyfuzyjne lub
zwigzane z przewodnictwem cieplnym wystepujace w przestrzeni 2 lub 3
wymiarowej redukuja sie do postaci réwnania Laplace’a.

WezZmy przyktadowo rownanie falowe dwuwymiarowe:

2 dla utt=0
Uy — (U +Uyy) =0 —— U+ Uy, =0->Au=0

Konkretny przyktad fizyczny:

Rozpatrzmy przeplyw ustalony. Zatézmy, ze ptyn jest bezwirowy,
zatem rot v = 0 (gdzie ¥ pole predkosci niezalezne od czasu). Zalézmy
dodatkowo , ze ptyn jest nieScisliwy i nie ma zadnych Zrodet.

Wtedy div v = 0.

Z faktu, ze

rotv =0 —— v =grad ¢
wynika

gdzie ¢ oznacza potencjat predkosci.

o 0 9\(9p dp\ 3’9 3%
dwvzdwgradq):(a+a—y>(ax,ay)= 922 +6y2 =Ap=0



Rownanie Poissona

Au(x) = —f(x)

Jest to rOwnanie reprezentujgce rozktad funkcji u w obszarze V, znajdujgcym
sie w rownowadze, gdy wystepuja wewnetrzne zrédta, wyrazone w réwnaniu
przez jego prawa strone w postaci —f(x) .

Réwnania Laplace’a i Poissona sg rdwnaniami typu eliptycznego. Dla takich
réwnan stawia sie tylko zagadnienia brzegowe.

Zagadnienia brzegowe dla rownania Laplace’a

Zagadnienie brzegowe | rodzaju - tak zwane zagadnienie Dirichleta

Au = 0 wobszarze V

uloy = g(x)

Przykladowa interpretacja fizyczna:

Jest to zagadnienie poszukiwania stacjonarnego rozkiadu temperatury w
osrodku VI, jezeli znane s3 wartoSci tej temperatury na powierzchni
ograniczajgcej obszar V.

Zagadnienie brzegowe Il rodzaju - tak zwane zagadnienie Neumanna

Au = 0 wobszarze V

du _h
an arv B [:I)




Przyktadowa interpretacja fizyczna:

Jest to zagadnienie poszukiwania stacjonarnego rozktadu temperatury w
osrodku I, pod warunkiem, Ze znane jest natezenie strumienia cieplnego na
powierzchni dV ograniczajacej obszar V.

Moze by¢ tez zadany warunek Il rodzaju nazywany zagadnieniem Robina.

Au = 0 wobszarze V

du

In + h(x)-u = f(x) nabrzeguadV

Warunek ten moze nam przyktadowo przekazywac informacje na temat
wymiany ciepta z otaczajacym obszar IVoSrodkiem.

Rozwigzanie rownania Laplace’a nazywane jest funkcjg harmoniczna.

Staba zasada maksimum

Niech V bedzie ograniczonym obszarem, a funkcja u(x,y) € C> w obszarze
V ido C! najego brzegu. Ponadto niech u(x,y) bedzie funkcjg harmoniczna.
Wtedy maksimum czy minimum tej funkcji jest osiggane na brzegu V.

Mocna zasada maksimum

Niech u(x, y) bedzie funkcjg harmoniczng w obszarze Vi na jego brzegu. Jezeli
u osiaga ekstremum (minimum lub maksimum) w wewnetrznym punkcie V,
wtedy u jest state.

Inaczej mozna wyrazic¢ to w nastepujacy sposob:

WartosSci maksymalne i minimalne sg osiggane na brzegu I/, nigdy wewnatrz,
chyba, ze funkcja u = const.




Przyktad z OPEN AGH E-PODRECZNIKI

# PRZYKLAD

Przyktad 2:

Rozwazmy réwnanie

Au=0,

gdzie u = u(z,y), (x,y) nalezy do kota jednostkowego.
Przyjmujemy wspotrzedne biegunowe = = pcosf, y=psinfd, 0<p<1, 0<6<?2m
Zaktadamy, ze rozwigzanie spetnia warunek brzegowy

u(cosf,sinf) = sin @,

dla 0 <6 < 2m.
Zgodnie z zasadq maksimum rozwigzanie naszego problemu przyjmuje warto$é maksymalng na brzegu okregu. Wynika stad,
ze —1<u(z,y)<1.
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