Zajecia 2
GRADIENT FUNKCIJI

Jest to operator rozniczkowy przeksztatcajgcy pole skalarne w pole wektorowe.
Uzywa sie go do konstrukcji wektora normalnego do krzywej lub do powierzchni.

Gradient funkcji (pola skalarnego) wskazuje kierunek najszybszych wzrostéw tej
funkcji.

Przyktad

Znamy rozktad temperatury niezmienny w czasie w pewnym pomieszczeniu czyli
T(x,y,z). Wowczas w kazdym punkcie tego pomieszczenia grad T pokazuje
kierunek i zwrot najszybszego wzrostu temperatury.

Gradient funkcji f dla dwéch wymiaréw

grad f =Vf = (fx»fy) = fx i +fyj

Gradient funkcji f dla n-wymiaréw

gradszf:(iE ﬁ)

0x, 0x, 7 0dx,

Dygresja
Nie myli¢ gradientu z dywergencjg wektora:

dv, 0dv, OJdvs

diwv =V v =
0x; O0x, Oxg
Dywergencja przeprowadza pole wektorowe w pole skalarne (czyli odwrotnie niz
gradient). Na przyktad dywergencja pola predkosci ptynu moze by¢
interpretowana jako miara jego scisliwosci — méwi o zmianach objetosci ptynu.



Pochodna kierunkowa — pochodna w kierunku wektora v
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of _ v

Pochodna kierunkowa okresla szybkos$¢ zmiany wartosci funkcji f w kierunku
wektora v.
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Przyktad

Okre$l pochodng kierunkowa funkcji f (x,y) = 3x%y w punkcie (1,2) w kierunku
1 V3

wektora v = (—,—)
2’ 2

Na poczatku znajdujemy gradient funkcji f:
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of . Of

— = — (1,2)=3-1%=
5 3x 6y( 2)=3 3

VF(1,2) = (12,3)

Nastepnie liczymy dtugo$é wektora v.
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Podstawiamy obliczone wartosci do wzoru:
of v 13 V3 V3
—1,2)=Vf-—=123)'|=,—|=12"=+3-—=6+3—
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DOM:

Dana jest funkcja f(x,y) = x2 + 4y?. Policz pochodng kierunkowa funkgcji f w
punkcie o wspdtrzednych (1,1) w kierunku wektora .



Rzad réwnania rézniczkowego czastkowego

Rzedem RRC nazywamy najwyzszy rzagd pochodnej funkcji niewiadomej
wystepujgcy w danym réwnaniu:

Przyktad

ou . .
X + ya = (0 —jest rzedu pierwszego

93u  d%u

—+

— = xy —jest rzedu trzeciego
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Liniowos¢ rdwnania rozniczkowego czastkowego

Réwnanie RRC o postaci f = (x, ¥, U, Uy, Uy, Uy, - .. ) = 0 nazywamy liniowym
w obszarze D, jezeli funkcja f jest liniowa wzgledem funkcji niewiadomej u i jej
pochodnych, a wspoéfczynniki rownania zalezg tylko od zmiennych niezaleznych.

Uogdlniona postaé liniowego rownania RRC | rzedu ma nastepujaca postac:

a(x, y)uy + b(x, y)uy + c(x, y)u = f(x,y)

Przyktady réwnan liniowych:

ou N ou 0 0°u  Ou s
X — _— = —_— =X —
ox 7 dy d0x? 0dy y
o3u  0%u N ou 0
—_—— ——— X — =
dx3 0y? rr
Quasiliniowos$¢ rownania rézniczkowego czastkowego
Réwnanie RRC o postaci f(x, Vo Uy Uy, Uy, Uy e - ) =0 nazywamy

quasiliniowym w obszarze D, jezeli funkcja f jest liniowa wzgledem pochodnych
funkcji niewiadomej do rzedu n-tego wtacznie, a jej wspotczynniki zalezg nie
tylko od zmiennych niezaleznych, lecz od funkcji niewiadomej u i jej pochodnych
do rzedu (n-1)-go.




Uogdlniona postaé quasiliniowego rownania RRC | rzedu ma nastepujgcy postac:

a(x,y,wu, + b(x,y, wu, = f(x,y,u)

Przyktady réwnan quasiliniowych:

6u+ ou 6u62u+ azu_o
oy T dy XY dx 0y? Yoxz T

Nieliniowos¢ rédwnania rézniczkowego czastkowego

Réwnanie RRC o postaci f(x, Vo U, Uy, Uy, Uy - ) = 0 nazywamy nieliniowym
w obszarze D, jezeli funkcja f nie jest liniowa wzgledem funkcji niewiadomej u
i jej pochodnych.

,0u N (6u>3 — 0o <6u)2 2 ou (6u)2 0°u o
“oax Y dy) dy u dy dx) dy? “
Przyktad

Okresl rzad rownania i ocen czy rownanie jest liniowe czy quasiliniowe:

ou  ou

1. =0 —rownanie 1-szego rzedu, liniowe
Ju Ju , . e
2. — Uy, = 0 —rownanie 1-szego rzedu, quasiliniowe
0?u  9%u 3 .
3. ———-—-u>=0 —réwnanie 2-go rzedu, quasiliniow
at2  9x2 ° go rzedu, g owe
0%u 0*u , . ..
- == — = - -go rz
4. —Ztx- =0 rownanie 4-go rzedu, liniowe
ou ou , 93u . . A
5. —t+u—+-—=0 —réwnanie 3-go rzedu, quasiliniow
5 T Uo, T35 0 3-go rzedu, q owe
X y .
6. V1+ x2cosy Uy + Uyyy — <arctg (;)) u =0 —rdéwnanie 3-go rzedu,
liniowe
7. U+ Upyyy TV1I+u=0 —réwnanie 4-go rzedu, quasiliniowe




Najprostsze przypadki RRC | rzedu

du ou

Foie f(x,y) oraz 3y =g(x,y)

Kazde z tych réwnan rozwigzujemy drogg bezposredniego catkowania.

fg—l;dx = Jf(x,y)dx j%dy: jg(x,y)dy

u=F(xy) +yQ@) u=Gxy)+ ¢(x)

gdzie Y(y), ¢(x) sg dowolnymi rézniczkowalnymi funkcjami jednej zmiennej.
Przyktad
Znajdz catke ogdlng rownania g—; = Sinx * cosy

6ud Iy j p
3y y = sinx | cosydy

u = —sinx - siny + ¢(x)
gdzie ¢p(x) jest dowolng funkcjg zmiennej x.
Metoda charakterystyk

Rownanie RRC o statych wspoétczynnikach

aux+buy= 0 ab+#0, ab = const

au, + bu, = (a,b) (ux, uy) =(a,b)-Vu=20

Otrzymujemy iloczyn skalarny wektora wspotczynnikow oraz gradientu u.




Zauwazmy, ze iloczyn ten mozemy interpretowac jako pochodng kierunkowg w

kierunku wektora v = (a, b).

1
W(d,b)'Vll: 0- (a,b)-Vu= 0

Zatem szybko$¢ zmian funkcji w kierunku wektora ¥ réwna jest 0. To oznacza, ze

funkcja u(x, y) musi by¢ stata w kierunku wektora v.
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bjdx=ajdy -  bx =ay + const

Stad bx — ay = const. Réwnanie odpowiada liniom rownolegtym do wektora

¥. Wzdtuz tych linii rozwigzanie jest stafe.

Rozwigzanie ogdlne rownania wyjsciowego au, + bu, = 0 ma postac:

u(x,y) = f(const) = f(bx — ay)

Przyktad 1



Znajdz rozwigzanie ogolne réwnania transportu u; + cu,, = 0 , gdzie c to

dowolna stafa.
Nasze rownanie mozna zapisa¢ w postaci:

(c, D(uy,uy) =0

Zatem wektor ¥ = (¢, 1), a funkcja niewiadoma u jest stata wzdtuz linii do niego

rownolegtych.

Stad

dt 1

- == _)‘[dxchdt - x=ct+k
dx ¢

Réwnanie o postaci k = x — ct opisuje nieskoriczong ilos¢ linii rownolegtych do

wektora ¥ = (c, 1). Rozwigzanie ogdlne wyglada nastepujgco:

u=f(k)=f(x—ct)

Jesli mamy dany warunek poczagtkowy mozemy je ukonkretnié.

Inny sposdb rozwigzywania rownan o statych wspoétczynnikach (tylko !)



Rozwazmy ponownie rownanie u; + cu, = 0. Mozemy zdefiniowaé wektor
zmiennych niezaleznych dla tego réwnania jako: zn = (x,t). Wektor
wspotczynnikdw stojgcych przy pochodnych ¥ = (c, 1).

Mozemy znalezé wektor w” L . Jest to wektor o wspétrzednych w” = (1, —c).
Mozemy to sprawdzic¢ liczac iloczyn skalarny obydwu wektorow:

vw=(1)1,-<c)=c—c=0
Zdefiniujmy statg k.
k=const=w-zn=(1,—c) (x,t) =x —ct
Rozwigzanie ogdlne ma zatem postac:

u(x,y) = f(k) = f(x — ct)

Zadanie 1
Znajdz rozwigzania ogdlne nizej podanych rownan:

a) 2u, +3u, =0
b) u; +2u, =0
) 2u;—u, =0

a) 2u, +3u, =0

Wektor zmiennych niezaleznych : zn = (x, y)

Wektor wspétczynnikéw: ¥ = (2,3)

Wektor w’ L ¥ ma postaé: w’ = (3,—2)

Policzmy k = const =w -zn = (3,-2) - (x,y) = 3x — 2y
Wtedy u(x,y) = f(k) = f(3x — 2y)

b) u;+2u,=0
Wektor zmiennych niezaleznych : zri = (x, t)
Wektor wspétczynnikow: v = (2,1)

Wektor w~ L ¥ ma postac:w = (1,—2)



Policzmy k = const =w -zn = (1,-2) - (x,t) = x — 2t

Wtedy u(x,y) = f(k1) = f(x — 2¢t)

c) 2u; —u, =0

Zdefiniujmy w tym przypadku wektor zmiennych niezaleznych jako : zn = (t, x)
Wtedy wektor wspétczynnikéw: v = (2,—1)

Wektor w~ L ¥ ma postaé: w = (—1,—2)

Policzmy k = const =w - zn = (—1,-2) - (t,x) = —t — 2x

Weimy k1l = -k =t + 2x

Wtedy u(x,y) = f(k1) = f(2x+t)



