Zajecia 9
Przyktad 1

Niech f(x) = 1 w przedziale (0,1). Znajdz wspodtczynniki dla szeregu Fouriera
sinuséw i przedstaw funkcje w postaci tego szeregu.

Szereg Fouriera sinuséw:

f(x) = i A, sin (n_ln x)
n=1

Zatem wspotczynniki liczymy ze wzoru:

A—Zfl()'(nn)d =>A—2jll '(nﬂ)d—
n—lofxsmlx xstad n_lo smlx X =

2 1 nnx]l_ 2( 1)_2(1 )_2(1 —1)™
l mTcos T i COSNT = CoOS Nt =

Z wyliczenia otrzymamy 4,, = % dla n nieparzystych i A,, = 0 dla n parzystych.

Zapiszmy funkcje f(x) = 1 za pomocg szeregu Fouriera:

. mx - 3mx - 5mx
1= A15mT+A35mT+A55mT+

1_4 ] nx+1 ] 31tx+1 ) 51tx+ )
—n(sml 3 Sin— £ Sin—



Wzér na catkowanie przez czesci:

ju-v’dxzu-v—jv-u’dx

Przyktad 2

Policzmy catke:
1 T
—J x-sin(nx)dx
T —TT

Funkcje x isinx s funkcjami nieparzystymi zatem ich iloczyn da funkcje
parzystg. Stad powyzsza catka jest rowna

2 [
n,[o x - sin (nx)dx

Niechu =x » u' =1 oraz v' =sin(nx) - v = [sin(nx) = —%COS(TLJC)

Wtedy:

T

%jonx - sin (nx)dx = ;(—%cos(nx))] — z.fon (—%cos(nx)) -1dx =

0 A

2 +2_ ]n_Z +2(00)_2 B
- ncos(nn) — sin(nx)|§ = ncos(mr) p— = ncos(nn)—

2
— —;(—1)" dian=1,2,3,..



Przyktad 3

Dane jest zagadnienie
U, =u; 0<x<m t>0
u@0,t) =0 u(mr,t) =0 t>0

ux,0)=fx) u,(x,00=0 0<x<m
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Gdzie funkcja f(x) =
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Interpretacja fizyczna

Jest to rownanie drgajacej struny o zamocowanych koncach (warunki brzegowe sa
jednorodne). Poczgtkowy ksztatt struny miat postac trojkata, nie nadano zadnej
predkosci poczatkowej. Predkos¢ falowa c jest rowna 3.

Sposdb rozwigzania

Nasze rozwigzanie przedstawmy za pomocg wzoru u(x,t) = X(x) - T(t).
Wprowadzmy go do naszego rownania

XII - T =X .T” OXT —_——= -
9X"(C) T() = X(x)-T"() /:9XT » —— =g =—4
Z ostatniego réwnania otrzymujemy

X'(x)+2X(x) =0 (%)
{T”(t) +9AT(t) =0  (*x)

Z metody przewidywan wiemy, ze rozwigzanie (*) ma postac:

X(x) = Clexm + Cze‘xm dla A<0
ax +b dla A=
X(x) = Clcos(xﬁ) + C, sin(x\/I) dla A>0



Z poprzednich rozwazan wiemy, ze interesujacy jest tylko przypadek gdy A > 0,

gdyz dla dwdch pozostatych otrzymujemy rozwigzania trywialne.

Dostajemy zatem:
X(x) = Clcos(x\/z) + C, sin(x\/z)
X0)=0 i X(m)=0
Z pierwszego warunku wynika C; = 0.

Z warunku X(m) = C, sin(nﬁ) =0 ——— nwVl=nm dlan=12,3,..

dostajemy

Stad wynikaja wartosci wlasne A, = n? dlan = 1,2, 3, ... i funkcje wiasne:

X,(x) = sin(xV1) = sin(nx) dlan=1,2,3,..

Z rozwazan w poprzedniej prezentacji otrzymalismy rozwigzanie rownania (**).
Wyrazone byto ono wzorem:

T, =A4,cos (# t) + B,,sin (# t) dian=1,2,3..

W naszym przypadku ¢ = 3 i | = m. Zatem po wprowadzeniu tych danych
otrzymamy:

T, = A, cos(3nt) + B,sin(3nt) dlan=1,2,3
Wtedy

u,(x,t) = X,,(x) - T, (t) = sinnx - (4, cos(3nt) + B,sin(3nt)) dlan=1,2,3 ...



i ostateczne rozwigzanie ma postac, w ktérej nieznane sg wspoétczynniki A, i B,,.

(0]

u(x,t) = Z u,(x,t) = z A, sin (nx)cos (3nt) + B,sin(nx)sin(3nt)

n=1 n=1

Wspotczynniki A, i B, wyznaczamy z warunkow poczatkowych.

Uzyjmy najpierw pierwszego warunku:

u(x,0) = f(x) = z A, sin(nx) cos(3n-0) + B, sin(nx) sin(3n-0) =

n=1
= z A, sin(nx)
n=1

Stad

A _Z ' i d
n_Ejo f(x) sin(nx)dx

Natomiast z drugiego warunku wynikaja nastepujace fakty:
us(x,t) = Z —3nA4,, sin(nx) sin(3nt) + 3nB,, sin(nx) cos(3nt)
n=1
Zatem

u(x,0) = z —3n4,, sin(nx) sin(3n-0) + 3nB,, sin(nx) cos(3n-0) =
n=1

= z 3nB, sin(nx) =0
n=1



Jest to szereg Fouriera dla zerowej funkcji. Aby szereg byt zerowy

3nB, =0 - B, =0

Po uwzglednieniu warunkow poczatkowych dostajemy postaé rozwigzania:

u(x,t) = Z A,sin (nx)cos (3nt)
n=1

Nieznane s3 jeszcze wspotczynniki A,,. Wyznaczamy je korzystajac z informacji, ze
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A, = Efnf(x) sin(nx)dx
n T 0

Z powyzszych wzoréw wynika:
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2 T
x-sin(nx) dx + Ejn (mr —x) - sin(nx)dx
2

s

2 X % % 1
CALKA 1 = f xsin (nx)dx = (——cos(nx))] —f (——cos(nx)) dx =
0 n o Jo n
[ nm 1 z /4 nm 1 nmn
. 2 _ =
— 5, oS (7) -0+ Fsm(nx)]O = —ﬁcos (T) + ﬁsm (T)



V3 Vs VA
CALKA 2 = jn (m — x) sin(nx)dx = njn sin(nx)dx — jn x sin(nx)dx =
u T T

2
= — lcos(nx)ln |n+is' (nx)lﬂ =
B IR e 1Y
2 2

— <—§ cos(nx)

|z

2
T [ nm\ T T nm

——cos(nm) +—cos (—) + —cos(nm) — —cos (—) +
n n 2 n

2n 2

— % sin(nm) + % sin (%) = % cos (?) + % sin (nz_n)

Mamy obliczone dwie catki, mozemy wiec ostatecznie policzy¢ wspotczynniki A,,.

A, = —E-%cos (n_n) +isin (n_n) +E ECOS (Tl_ﬂ) +izsm (n_n) -

T 2 mn2 2 T 2n 2 mn 2
4  mm
~ 2 sin (7)

Mozemy zapisa¢ ostateczne rozwigzanie wiedzac, ze

e}

u(x,t) = z A,sin (nx)cos (3nt) = z 1:12 sin (nn) sin (nx)cos (3nt) =
n=1

2

n=1

Zauwazmy, ze

sin (n”) _ { 0 dlan = 2k, k=123..

2 (—1)k+1 dlan=2k—-1, k=123,..
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Réwnanie przewodnictwa cieplnego
u; — ku,, = 0<x<l t>0
u(0,t) =u(l,t) =0 t=>0

u(x,0) = f(x) 0<x<l t=20

f — jest dang funkcjg, k — statg wiekszg od zera. Zaktadamy tez, ze

f(0) = f(1) = 0, czyli zgodnos¢ z warunkami poczatkowymi

e 4

1l U —Kug=0 |0

> X
u(x,0) = f(x) L

Zagadnienie powyisze opisuje zmiany temperatury u(x,t) w jednorodnym,
jednowymiarowym precie o dfugosci [, przewodzgcym ciepto.

Pret jest waski i poprzecznie izolowany. Znany jest rozktad temperatury
poczatkowej, wyrazony funkcjga f(x), a dwa konce s3 utrzymywane w
temperaturze 0°C. Zakfadamy, ze nie ma wewnetrznych Zrédet ciepfa lub
chtodzenia uktadu (prawa strona réwnania = 0).



Z punktu widzenia matematycznego nasz problem to zagadnienie brzegowo-
poczatkowe, liniowe i jednorodne. Dotgczone warunki brzegowe sg warunkami
typu Dirichleta.

Nasze rozwigzanie przedstawmy za pomocy wzoru u(x,t) = X(x)-T(t) i
wstawmy je do wyjsciowego rownania. Otrzymamy wtedy:
Tt Xix

XTt_kXxxT: 0 - XT, :kXxxT_> ﬁZT

Poniewaz X zalezy tylko od x, a T od t mozemy w zapisie uzy¢ pochodnych po
jednej zmiennej. Ponadto poniewaz réwnos$¢ ta zachodzi¢ musi dla wszystkich x i
t z rozwazanego zakresu, wiec obie strony tej rownosci muszg byc state.
Oznaczajgc te statg przez —4 dostajemy rownosé:

TI XII

_—— = —A

kT X
Prowadzi ona do uktadu rownan:

X'X)+AX(x) =0 0<x<l (%
{T'(t) + AkT(t) =0 t>0 (%)

Rownania sg sprzezone przez statg A. Funkcja u spetnia warunki brzegowe wtedy i
tylko wtedy gdy:

u(0,t) =XO)T(®) i u(l,t)=XAT()=0

Wiemy z poprzedniego wyktadu, ze dla A < 0 otrzymamy rozwigzanie trywialne.
Rozpatrujemy tylko przypadek gdy A > 0. Z wczeéniejszych rozwazan wiemy, ze
dla A > 0 rozwigzanie réwnania (*) ma postac:

X(x) = Cycos(xV2) + €, sin(xV2)



Prowadzac identyczng analize jak dla zagadnienia struny dostaniemy:

2
WA =nr - A, = (?) dlan=1,2,3...

Otrzymujemy nieskornczong sekwencje funkcji wtasnych

X, (x) = sin (nTnx) n=1273..

2
Kazda zwigzana jest z dodatnig wartoscig wtasng 4,, = (nTn) .

Rozwigzmy teraz rownanie (*)

dT
T'(0) + AT (®) = 0 — — = —AkT

dT T
f? = j —Akdt — InT = —Akt + InC - lnE = —Akt
T = Ce Kt
nrm 2
Wstawiajac 4,, = (T) otrzymujemy:

2
mt) t

T, (t) = cne"‘(T dlan=1,2,3 ..

Wtedy

(M N k(M)
u,(x,t) =X,(x)T,(t) = C,sin (Tx) e "\l dian=1,23..

Co ostatecznie daje:

(0]
nm (M2
u(x,t) = z C,sin (Tx) e kt( L )
n=1
Zostato nam jeszcze znalezienie nieznanych wspétczynnikéw C,,.
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Rozpatrzmy zatem warunek poczatkowy u(x, 0) = f(x). Wiemy, ze:

flx) = i C, sin (?)
n=1

Ten warunek pozwala nam wyznaczy¢ wspotczynniki:

2 (! o mmx
Cn=7J f(x)sm(T)dx dlan=1,23..
0

Zasada maksimum dla ré6wnania przewodnictwa cieplnego

Jesli funkcja u(x, t) okreslona i ciggta w obszarze 0 <t <t,, 0 <x <[ spetnia
jednorodne rownanie przewodnictwa w punktach obszaru poza chwilg 0 i
punktami brzegowymi, to osigga ona swoje kresy w chwili poczgtkowej t =
Olubdlax =0,lubdlax = L.

Sens fizyczny

Jesli temperatura na brzegach preta nie przekroczy pewnej wartosci M
i poczgtkowa temperatura takze nie przekroczy M, to wewnatrz preta, przy braku
zrodet ciepta (chtodzenia) nie moze pojawié sie temperatura wyzsza (nizsza)
niz M.
Zadanie 1
Znajdz rozwigzanie ponizszego zagadnienia

qu,, = u,; O<x<m >0

u(0,t) =u(l,t) =0 t>0

u(x,0) = f(x) =sinx—2sin3x 0<x<m

Zagadnienie rozwigzuje sie doktadnie wedtug schematu podanego dla zagadnienia
przewodnictwa cieplnego (prosze przeprowadzi¢ doktadng analizy samodzielnie).
Uwzgledniajac, ze | = m i k = 4, w wyniku dostajemy:
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= NITXN 4 (MT) -
u(x, t) = Z C, sin (T) e #(7) = z C,sin(nx) e~4n*
n=1 n=1

Do wyznaczenia wspotczynnikow korzystamy z warunku poczatkowego:

u(x,0) = Z C,sin(nx) e 40n* — z C,sin(nx) = sinx — 2 sin3x
n=1 n=1

Zauwazmy zatem, ze z powyzszego wzoru wynika
C;sinx + Cysin2x + C3sin3x + C, sin4x + -+ = sinx — 2sin 3x

Stad

i wszystkie pozostate wspoétczynniki sg zerami.

Zatem nasze rozwigzanie

u(x,t) = Z C,sin(nx) e~4n°
n=1

upraszcza sie do postaci:

—4.12. . —4.32. . — . — .
u(x,t) =e*1t sinx —2e *3"t sin3x = e * sinx — 2e3% sin 3x
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