Jednowymiarowe rédwnanie falowe (rownanie hiperboliczne)

Rozwazamy mate drgania struny, ktéra jest zamocowana na kazdym koncu. Zaktadamy, ze struna jest
mocno naciggnieta, wykonana z jednorodnego materiatu, sity grawitacyjne mozna zaniedbaé, a drgania

odbywajg sie w ptaszczyznie jak na ponizszym rysunku

ulx, t) = displacement of the string
from eguilibrium

Drgania poprzeczne struny (przesuniecie struny z potozenia réwnowagi)



Aby matematycznie opisac drgania tej struny, rozwazmy sity dziatajace na maty odcinek struny. Zaktadamy, ze naprezenie dziata w kierunku
stycznym do struny i ze jest ono proporcjonalne do wydtuzenia struny. Zasadniczo réwnanie falowe to nic innego jak réwnanie ruchu
Newtona zastosowane do struny (zmiana pedu matego odcinka struny jest rowna przytozonym sitom). Patrzgc na rysunek , mozemy sobie
wyobrazi¢ sity wewnetrzne dziatajgce na strune w kierunku prostopadtym do osi x. Sg one oczywiscie zwigzane naciggiem struny.

Mozemy je zapisac jako roznice:

Tsin6,= Tu, (x + Ax, t)T

Tsinf, — Tsinfy

Dla matych katow &, i 6, zachodzi:
sinf,; =tgf,, sinf, = tg0,.

Tangensy 64, 8, to odpowiednio nachylenia struny przy x i x + Ax. Mozemy zatem napisac:
tgh, = uy(x, t), tgls = uy(x + Ax, t)

Z réwnania Newtona wiemy, ze
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6 Tsin@, = Tu,(x,t)
muye = sity przytozone do odcinka(x, x + Ax) T l

czyli I

pAxusy = Tlue(x + Ax, t) — uy(x, t)] |

I — X

Przeksztatémy to réwnanie x x+ Ax

4 1 . o . : o

?utt = [y (x + Ax, t) — uy (x,t)] Jesli Ax dazy sie do zera to roznica pochodnych podzielona przez Ax staje sie drugg pochodng po x

Urp = C2Uyy

. T . . . . . . .
gdzie c? = o Powyisze rownanie nazywamy jednowymiarowym rownaniem falowym.



Rozwigzanie d’ Alemberta dla rownania falowego

Zapiszmy wyjsciowy problem czyli rownanie wraz z warunkami poczgtkowymi:

U = C2Uy, —0<x<00 t>0
u(x,0) = f(x) —0<x <o
u(x,0) = g(x) —0o<x <

Zagadnienie to opisuje ruch nieskonczonej struny o danych warunkach poczatkowych i zostato rozwigzane okoto 1750 roku
przez francuskiego matematyka d’ Alemberta. Rozwigzanie ma postac:

x +ct

u(x,t) = —;- [f(x —ct) + flx + ct)] + -2—12 - g(§) dt

u(x,t) = e—(x-cr)!

A Velocity = ¢

t=0 t=1/c t=2/c

Przyktad poruszajgcej sie w prawo fali przedstawia ilustracja: — / — "
0

1 2




Dotychczas jedynym rodzajem ruchu falowego, ktory omoéwilismy, sg jednowymiarowe drgania
poprzeczne struny. Warto zdawac sobie sprawe, ze jest to tylko wierzchotek géry lodowej, jesli
chodzi o ruch falowy.

Kilka innych rodzajow ruchu falowego to:

1. Fale dzwiekowe (fale podtuzne)

2. Fale elektromagnetyczne zwigzane ze sSwiattem i elektrycznoscia
3. Drgania w ciatach statych (podtuzne, poprzeczne i skretne)

4. Fale prawdopodobienstwa w mechanice kwantowej

5. Fale wodne (fale poprzeczne)



Réwnanie falowe w domenie skonczonej

PDE u, = o’u,, 0<x<L D<t< o
[u0,0 = 0
BCs EH(L,f) = 0 I<t<w

[u(x,0) = f(x) o
un0) =gl OS*=L

-

ICs

Rownanie to rozwigzywane jest technikami separacji zmiennych a rozwigzanie

uw) = 3 XL

moze by¢ interpretowane jako nieskoriczona suma drgan prostych, gdzie ksztatty X,,(x) tych
drgan podstawowych s3 rozwigzaniami (funkcjami witasnymi) pewnego problemu
granicznego zwanego problemem Sturma-Liouville’a.



Dla rownan falowych okreslonych w dziedzinie nieskonczonej —oo < x < oo  stwierdzilismy (rozwigzanie
D'Alemberta), ze rozwigzaniami sg pewne podrdzujgce fale (poruszajgce sie w przeciwnych kierunkach). Kiedy
badamy to samo rownanie falowe w ograniczonym regionie przestrzeni O < x < L, stwierdzamy, ze fale nie wydajg sie
juz poruszac ze wzgledu na ich wielokrotne oddziatywanie z brzegami i w rzeczywistosci czesto okazujg sie byc¢ tak
zwanymi falami stojgcymi.

Na przyktad, rozwazmy co sie dzieje, gdy struna gitary jest wprawiana w ruch. Warunki brzegowe powodujg
odbijanie sie poruszajgcych sie fal, wskutek czego nie obserwujemy poruszajgcej sie fali w strunie a w rzeczywistosci
widzimy, ze wibruje ona w jednej pozycji. Przyktady takich fal stojgcych pokazano na ponizszych rysunkach.
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X, |x) T, (¢} = fundamental standing wave Xa(x) T3(t) = secondary standing wave X3(x) T4(t) = third standing wave




Warunki brzegowe zwigzane z rownaniem falowym

Z réwnaniem falowym uy = c?u,, w skofczonejdomenie 0 < x <L idlat > 0zwigzane sg trzy

nastepujgce warunki brzegowe:

1. pierwszego rodzaju — opisujg potozenie punktow koncowych w czasie
u(0,t) = g1(¢)
u(L, t) = g2(t)

2. drugiego rodzaju — okreslajg site przytozong na koricach
ux(or t) = gl(t)
ux(L: t) = gZ(t)

3. trzeciego rodzaju — okreslajg elastyczne mocowanie koncow
uy(0,t) —y1u(0,t) = g.(t)
Uy (L, t) — you(L, t) = g,(t)



1. Warunki opisujgce potozenie punktow koncowych w czasie

Opiszmy caty problem réwnaniami:

PDE U, = cu,, 0<x<l1 0<t<wx

u(0.,r) = gy(1) o
BCs {u(l,!) = &,() 0<r<

u(x,0) = f(x) <xy<
1cs {u,(x,m Sg)  OSFSE

W problemie tym sterujemy punktami koicowymi tak, aby poruszaty sie w okreslony sposdb. Przyktad
tego przedstawia ponizsza ilustracja.

(0, 1) = g,lr)
/-\_ | 1

ull, o) =g,lt)

= X




2. Sita przytozona na koncach

Wyobrazmy sobie strune, ktorej konce $lizgajg sie pionowo na beztarciowych tulejach. Sity dziatajgce na
prawy i lewy koniec struny wyrazamy odpowiednio jako Tu,(0,t), Tu,(L,t), co daje nam nastepujgce
warunki brzegowe.

- T

ﬁj rictionless sieeve ux(ojr) _ 0
0 / T u(L,f) = 0
i

U




Drgajgca sprezyna ze swobodnym dolnym koricem

u{0,t})=0
‘ (Fastened end)
X
u,(1,¢) =0
(Free end)

Jesli sita v(t) zostanie przytozona na koncu x = 1 (sita dodatnia jest mierzona w dét), wéwczas warunek brzegowy dla
tego korica bedzie nastepujacy:

1
u(l,0) = Ev(t) (k is Young’s modulus)



3. Elastyczne zamocowanie korncow

Rozwazmy strune skrzypiec, ktérej konice sg przymocowane do elastycznego ukfadu, takiego jak ten
pokazany na rysunku

A= spring constant
(Stretched spring)

Mocowania sprezyn na kazdym konicu powodujg powstanie sit pionowych proporcjonalnych do
przemieszczen.



Przemieszczenie na lewym koncu oznaczmy jako u(0,t)
Przemieszczenie na prawym koncu oznaczmy jako u(Z,t)

Zapiszmy wyrazenia na pionowe naprezenia sprezyny na obu koncach
Sita w gére na lewym koncu = 7Tu, (01t)

Sita w gére na prawym koncu = -Tu, (Lt)

gdzie T to naprezenie w strunie a Tu, (0,t) rowne jest przemieszczeniom pomnozonym przez statg sprezystosci h.
Wykorzystujgc te wiedze i dzielgc stronami rédwnanie przez 7 otrzymujemy pozgdane warunki brzegowe

w (0,0 = %u[ﬂ,:]

=

w(L,f) = —= u(L,1)

E_ [}
Te dwa jednorodne warunki brzegowe mozemy przepisac jako

u,(0,0) — %u(ﬂ,t) =0

u(L,t) + %u(L,r) =0



Problemy typu dyfuzyjnego (réwnania paraboliczne)

Prosty eksperyment z przeptywem ciepta

Zatézmy, ze mamy nastepujacy prosty eksperyment, ktory podzielimy na kroki:

KROK 1

WeZmy miedziany pret o dtugosci L = 2 m i Srednicy 2 cm, ktérego boki (ale nie konce) owijamy izolacjg. Innymi
stfowy, ciepto moze wptywac i wyptywac przez korice preta, ale nie przez granice boczna.

KROK 2

Nastepnie umieszczamy ten pret w Srodowisku, ktérego temperatura jest stata i wynosi TO = 10°C (stopni
Celsjusza) przez odpowiednio dtugi czas, tak aby temperatura catego preta osiggneta wartos¢ w stanie ustalonym
zblizong do temperatury otoczenia.

KROK 3

Wyjmujemy pret z otoczenia w chwili, ktérg nazywamy t = 0 i dotgczamy do koncodw preta dwa termostaty
Zadaniem tych elementdw jest utrzymywanie koncowek w okreslonych temperaturach np T1 =0°Ci T2 = 50°C.

Termostaty stale monitorujg temperature na koricach preta i jesli temperatury roznia sie od zalecanych wartosci T1
i T2, wtaczajg sie silne elementy grzejne (lub chtodzace), aby odpowiednio dostosowaé temperature.



KROK 4 Monitorujemy profil temperatury preta na wyswietlaczu.

Heating element o Thermocouples {to measure temperature} 1 Heating elemant
that ensures the i that ensures the
temparatura at the temperature al the
left end is T, right end s T,

Staady
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T,

Sereen graphing the temparature
profile at different values of time



Model matematyczny eksperymentu przeptywu ciepta

Opis naszego problemu fizycznego wymaga trzech rodzajow réwnan

1. RRC opisujgcego zjawisko fizyczne przeptywu ciepta.
2. Warunkow brzegowych opisujgcych fizyczng nature naszego problemu na granicach.

3. Warunku poczatkowego opisujgcego zjawisko fizyczne w momencie rozpoczecia
eksperymentu.

Przyjmijmy nastepujgce zatozenia
* Pret jest wykonany z jednego jednorodnego materiatu przewodzgcego.
* Pret jest izolowany poprzecznie (ciepto przeptywa tylko w kierunku x).

* Pret jest cienki (temperatura we wszystkich punktach przekroju poprzecznego jest stata).



Jesli zastosujemy zasade zachowania energii do odcinka preta [x, x + Ax] mozemy stwierdzié, ze:

(72741

x x*+ Ax

=~

0
0
f————ax

Zmiana netto ciepta wewnatrz [x, x + Ax]| = Strumien netto ciepta przez konce preta + Catkowita ilo$¢ ciepta wytworzonego wewnatrz [x, x + Ax]

d x + Ax x + AX
p cpAu(s,t) ds = cpA u,s,t) ds

= kA [u(x + Ax,f) — u(x,0)] + A L”hf(s,t) ds

gdzie:

c- pojemnosc cieplna preta (mierzy zdolnosé preta do magazynowania ciepta);
p — gestosc preta

A — pole przekroju poprzecznego preta

k - przewodnosc cieplna preta (mierzy zdolno$é do przewodzenia ciepta);

f(s,t) - zewnetrzne zrédta ciepta (kalorie na cm na sekunde)



Problemem jest teraz zastgpienie powyzszego rownania takim, ktore nie zawiera catek

Skorzystajmy z twierdzenia o wartosci sredniej.

Twierdzenie o wartosci Sredniej
Jesli f(x) jest funkcja ciggta na przedziale [a, b], to istnieje co najmniej jedna liczba ¢, taka, zea< & <b, ktdra

spetnia wyrazenie:

fﬂx)dx = fi) (b - a)

Stosujgc ten wynik do rownania zachowania energii otrzymujemy

cPAULE A = kA[ux + Ax,f) — u(x.f)] + AfE,.f) Ax x <E<x + Ax



Po podzieleniu stronami przez cpA i Ax dostajemy

k Julx + Ax,0) — u.x,0)
cp Ax

_ 1
1,(€,1) + mﬂﬁ-f]

Gdy Ax = 0 otrzymujemy wynik

u(x,?) = o®u_(x,0) + Fl(x,i)

Gdy nie ma zewnetrznych zrédet ciepta znika czton F(x,t).

Rownanie opisujgce eksperyment wyglada wiec nastepujgco

A

FPDE u, = o’u, 0= x< L 0<it<=




Warunki brzegowe

W naszym eksperymencie warunki brzegowe (BC) sg dos¢ proste - temperatura na dwoch koicach x = 0ix = L
byta stata przez caty czas t > 0 i wynosita odpowiednio T1iT2. Mozemy to zapisa¢ nastepujgco:

u(0,0) = T, _
Bes {urL,ﬂ -7, 0<!<

Warunki poczatkowe

Wszystkie problemy fizyczne muszg zaczynac sie od pewnej wartosci czasu (zwanej ogdlnie t = 0) czyli od tkz
chwili poczatkowej. Wiemy, ze temperatura w chwili poczagtkowej byta stata i rowna 7.

IC wx0) =T, O0=x=L




Zapiszmy omawiany problem za pomocg wszystkich przedstawionych rownan. Nazywamy je zagadnieniem
brzegowo- poczagtkowym

PDE u, = o’u 0<x<L 0= <

£

u(0,) = T, -
BCs {u{L,t} =T, 0= =

IC wl(x,0)

]

Ty 0=x=L

Interesujacy rzeczy, ktora nie jest wcale oczywista, jest to, ze istnieje tylko jedna funkcja u(x,t), ktéra
spetnia powyzszy problem i ta funkcja opisuje temperature preta. W zwigzku z tym, naszym celem jest
znalezienie unikalnego rozwigzania u(x, t).



Wiecej rownan typu dyfuzyjnego
1.Boczne straty ciepta proporcjonalne do roznicy temperatur

Rownanie

HF=EEHAJ_B(”_HD] E:?u

opisuje przeptyw ciepta w precie z dyfuzja «a?

braku izolacji preta.

U,, Wzdtuz preta oraz straty (lub zyski) ciepta wynikajace z

Straty ciepta u > ug lub zyski ciepta u < uy sg proporcjonalne do réznicy pomiedzy temperaturg u(x, t)
preta i temperaturg otaczajgcego go medium u, (przy czym f jest statg proporcjonalnosci).

Jeéli B jest bardzo duza w przeciwieAstwie do a?, to przeptyw ciepta w przéd i w tyt wzdtuz preta bedzie
niewielki w przeciwienstwie do przeptywu do i na zewnatrz bokdéw, a zatem ciepto bedzie odprowadzane z
bokdow (w kazdym punkcie) zgodnie z przyblizonym rownaniem

u, = —p(u—1up)



W chemii, gdzie u moze oznaczad stezenie, rownanie
- 1 = —
H, = O"H,, E{H “ﬂ'}

moéwi, ze szybko$é zmian u, substancji wynika zaréwno z dyfuzji a?u,,, (w kierunku x) oraz z faktu, ze
substancja jest tworzona.

Wewnetrzne zrddta ciepta

Rownanie niejednorodne

u, = o’u, + fx, 1)

odpowiada sytuacji, gdy pret jest zasilany wewnetrznym zrédtem ciepta (wszedzie wzdtuz preta i przez caty
czas t). Moze sie zdarzyé, ze przez pret przechodzi przewdd przewodzacy prad elektryczny, a opdr generuje
state Zrodto ciepta f(x, t).



RAwnanie dyfuzji — konwekgji

Zatézmy, ze substancja zanieczyszczajgca jest niesiona w strumieniu poruszajgcym sie z predkoscig v. Jest
oczywiste, ze stezenie u(x, t) substancji zmienia sie w funkcji zarowno x (dodatnie x oznacza odlegtos¢ w doét
strumienia), jak i czasu t. Szybkos$¢ zmian u, jest mierzona réwnaniem dyfuzji-konwekcji:

—_ 2 —
u = a’u,, — vu,

Czton a?

Uy, jest cztonem dyfuzyjnym a —vu, sktadnikiem konwekcyjnym.
To, czy zanieczyszczenie gtdwnie ulega dyfuzji czy konwekcji, zalezy od wzglednej wielkosci dwoch
wspotczynnikow a? i v.

Drugim przyktadem, ktdry moze opisywac rownanie dyfuzji — konwekgcji jest dym unoszacy sie z komina. W
tym przypadku czasteczki dymu sg unoszone w gore (nastepuje konwekcja do goéry) wraz z goragcym
powietrzem i jednoczesnie dyfundujg w strumieniach powietrza.



Warunki brzegowe dla ré6wnan typu dyfuzyjnego

Trzy wazne rodzaje warunkow brzegowych to:

1. wu=g(t) — =znanajesttemperaturana brzegu
2. Z_X =g(t) - podany jest strumien przeptywajacy przez konce
3. ou + Au = g(t) — okreslona jest temperatura otaczajgcego osrodka

an



1. Warunek brzegowy pierwszego rodzaju — temperatura okreslona na brzegu

Rozwazmy przeptyw ciepta w jednowymiarowym precie przedstawionym na ponizszym rysunku i zatézmy, ze
sprawimy, ze korice preta bedg miec rozktady temperatury reprezentowane przez funkcje g1(t) i g2(t).
Pret jest bocznie izolowany.

¢
ulﬂ,t}=g1{:}1l Du*.’Ltszm
i

0 L

F = X

Aby utrzymalé statg temperature na brzegu potrzebne bedg termostaty oraz elementy grzejne, ktore
odpowiednio regulujg temperature. Problemy z warunkami brzegowymi tego rodzaju sg dos¢ powszechne.
Moze sie nawet okazaé, ze celem rozwigzania zadania jest znalezienie temperatur granicznych gi(t) i g2(t),
ktore wymuszg odpowiednie zachowanie sie temperatury w precie.

W przemysle stalowym czesto konieczne jest wyznaczenie warunkéw granicznych w taki sposéb, aby
temperatura metalu wewnatrz pieca zmieniata sie w czasie, ale gradient temperatury miedzy jednym a
drugim punktem byt niewielki.



2. Warunek brzegowy drugiego rodzaju (podany jest strumien przeptywajacy przez konice preta - w tym specjainy
przypadek koncéw izolowanych )

Konce izolowane to takie, ktére nie przepuszczajg zadnego przeptywu ciepta, a zatem pochodna normalna (do
wewnatrz lub na zewnatrz) musi by¢ zerowa na granicy (poniewaz pochodna normalna jest proporcjonalna do
strumienia). W przypadku jednowymiarowego preta z izolowanymi koncami w punktach x = 0 i x = L, warunki

brzegowe przyjma nastepujgcg postac:

u0,1) = 0

u(Ly =0 SIS

Jesli okreslimy ilos¢ ciepta wnikajgcego przez konce naszego preta, wtedy prawa strona jest rozna od zera.



3. Warunek brzegowy trzeciego rodzaju — okreslona jest temperatura otaczajgcego osrodka

Przypusé¢my, ze ponownie rozwazymy nasz izolowany bocznie miedziany pret, ale teraz zamiast
wymagac, aby oba konce byty utrzymywane w temperaturach gl(t) i g2(t), doprowadzimy je tylko
do kontaktu z otaczajgcymi je osrodkami, ktore majg te temperatury. Innymi stowy, zatézmy, ze
lewy koniec preta jest zamkniety w pojemniku z ciecza o zmieniajgcej sie temperaturze gift),
natomiast prawy koniec jest zamkniety w innej cieczy o temperaturze g2(t).

e e e e — - e e —— -

b — = e e m— b e e e —— -

Liguid kept at Liquid kept at
temperature g, (t) temperature g, (¢)



Okreslajac tego typu warunki brzegowe, nie mozemy powiedziec, ze temperatury graniczne preta bedg takie same jak
temperatury cieczy gl(t) i g2(t), ale wiemy (prawo chtodzenia Newtona), ze ilekro¢ temperatura preta na jednym z
koncow bedzie mniejsza od odpowiednich temperatur cieczy, to ciepto bedzie doptywa¢ do preta z szybkoscig
proporcjonalng do tej roznicy. Innymi stowy, dla jednowymiarowego preta o granicach x = 0 i x=L, prawo chtodzenia
Newtona mowi, ze

strumien ciepta z zewnatrz w kierunku x=0 jest rowny h|u(0,t) — g,(t)]
strumien ciepta z zewnatrz w kierunku x=L jest rowny h|u(L,t) — g,(t)]

gdzie h jest wspotczynnikiem wymiany ciepta, a strumien ciepta méwi nam o liczbie kalorii przekraczajgcych konce preta
na sekunde. Nalezy zauwazy¢, ze strumien ciepta bedzie dodatni na kazdym koncu pod warunkiem, ze temperatura
preta jest wyzsza niz otaczajgcego go osrodka.

Aby wyprowadzi¢ warunek brzegowy skorzystajmy z prawa Fouriera dotyczgcego chtodzenia. Mowi ono, ze strumien
ciepta przeptywajacy przez koniec preta jest proporcjonalny do pochodnej normalnej temperatury, przy czym
normalna skierowana jest na zewnatrz preta.



Dla problemu jednowymiarowego mozna napisac:

‘Outward flux of heat (atx = 0) = k augg*f)
| Outward flux of heat (atx = L) = —k L giﬁ‘)

(Outward flux of heat — zewnetrzny strumien ciepta)

gdzie k jest przewodnoscig cieplng metalu, ktdra jest miarg tego, jak dobrze metal przewodzi

ciepto (Materiaty stabo przewodzgce majg wartosci bliskie zeru, podczas gdy miedz i aluminium
majg wartosci bliskie jednosci).



Jak poréwnamy ze sobg strumienie ciepta na dwdch koncach wyrazone przez prawo Newtona ze strumieniami
ciepta wyrazonymi przez prawo Fouriera otrzymamy:

r

ou(0,) _ h -
| = 7 w00 - g.(0)]
0<t<w
au;i.t) _ _E [u(L,f) — g(1)]

Dosc¢ czesto statg % zapisuje sie po prostu jako A, wiec warunki brzegowe mozna wyrazi¢ nastepujgco:

HI(U,E) = A [H(U,I) o gl(f)]
HI(L’I) = —A\ [”(er) - gz(f)]



Przyktad

Zatdzmy, ze mamy miedziany pret o dtugosci 200 cm, ktéry jest izolowany bocznie i ma temperature poczatkowg
0°C. Zatdézmy, ze gbérna czesc preta (x = 0) jest izolowana, natomiast dét (x = 200) jest zanurzony w poruszajgcej sie
wodzie o statej temperaturze g2(t) = 20°C

u, 10,¢)=0
{insulated at x = D)

/Y,

2,

Zapiszmy matematyczny model tego problemu:

Laterally insulated
PDE u,=o%u, 0<x<200 O<t<®

u(0,)) =0
BCs w200, = _’—‘: [€(200,) — 200 O0<1<?

R A NN AR,

\L\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\“\\

|

| u, (200, 1) = -2 (4(200, 1) - 20} IC  u(x0)=0C 0<x=<200

g, (t) = 20°C (BC at x = 200)
O0<t<oo




Operator Laplace’a

jest prawdopodobnie najwazniejszym operatorem w fizyce matematyczne;.
Pytanie brzmi: co oznacza i dlaczego suma trzech drugich pochodnych ma mie¢ cos wspdlnego z prawami natury?

Odpowiedz lezy w tym, ze Laplasjan funkcji pozwala nam porownac funkcje w danym punkcie z funkcja w punktach
sgsiednich. Robi on to, co druga pochodna robita w jednym wymiarze i mozna o nim mysle¢ jak o drugiej pochodnej
uogodlnionej na wyzsze wymiary.



Interpretacja Laplasjanu w dwdch wymiarach

1. Jezeli Au=V2u>0

w punkcie (x,y), wtedy u(x,y) jest mniejsze od sredniej
wartosci u w jego sasiedztwie (w sensie okregu wokdt punktu

(x,y) ).

2. Jezeli Au=V*u=0

w punkcie (x,y), wtedy u(x,y) jest rowne $redniej wartosci
U W jego sgsiedztwie
3. Jezeli Au=V?u<0

w punkcie (x,y), wtedy u(x,y) jest wieksze od sredniej
wartosci u w jego sasiedztwie .

(&)

Viulp) >0

Average value of & on a small circle
around p is greater than u (p)

E Piulp) =0

Average value of # on a small circle
around p is equal to u (p)

V2u(p) <0

Average value of 1 on a small circle
around p is smaller than u (p)




Napiszmy bezposrednio Laplasjan dla dwéch i trzech zmiennych:

Viu = u, + u, (Two dimensions)
Viu = u, + u, + u, (Three dimensions)

Jednak w wielu problemach konieczne jest zapisanie tego operatora w innych wspéitrzednych. Na przyktad,
jesli granica regionu jest okrag, to musimy uzy¢ wspoéfrzednych biegunowych (p, ¢).

Natomiast jesli jesteSsmy w trzech wymiarach i naszg granicg jest sfera, wtedy uzywamy wspotrzednych
sferycznych (7,0, ¢).

Zatem powstaje pytanie, jak zapisa¢ Laplasjan w réznych uktadach wspotrzednych?



Laplasjan w réznych innych uktadach wspotrzednych

q : _ 14 d 1 _o?
Wspolrzedne biegunowe A= 9 (pa—P ) + 3198
-, 2
Wspotrzedne walcowe A = %% ( p% ) + # BaTﬂ + %
‘1o . _ 14 d d°
wspﬂhdedne SfEWCLnE A= Lz Jr ( ’ o)t [smﬂ 20 (51n6 6 )+ sin’ 0 3‘1’1]




Istnieje wiele waznych zagadnien, ktorych wyniki nie zmieniajg sie w czasie, a jedynie w odniesieniu do przestrzeni.
Problemy te, w wiekszosci sg opisywane przez eliptyczne zagadnienia brzegowe.

W problemach fizycznych wystepujg dwie czeste sytuacje, w ktérych powstajg RRC, ktore nie zalezg od czasu

1. Problemy stanu ustalonego

2. Problemy, w ktorych w rozwigzaniu pomijamy sktadnik czasowy.

Przyktadem mogg byc¢ zagadnienia poszukiwania

e stacjonarnego rozktadu temperatury wewngatrz regionu, gdy dana jest temperatura na brzegu lub gdy brzeg
jest izolowany lub znana jest wymiana ciepta z otoczeniem;

e potencjatu wewnatrz regionu (np. potencjat elektrostatyczny, lub potencjat predkosci w polu przeptywu), gdy
potencjat jest podany na brzegu;

W zaleznosci od tego jak sg sformutowane warunki brzegowe méwimy o zagadnieniach brzegowych |, I1'i 1l
rodzaju.



Zagadnienia brzegowe pierwszego rodzaju (Zagadnienie Dirichleta)

Rozwazmy réwnanie Laplace'a wewnagtrz okregu z rozwigzaniem danym na granicy

PDE u,,+%u,+éum=0 0<r<i1

BC u(1,6) =sin® 0<6<2nw

(>

u = sin 8 on the boundary

Innym przyktadem moze by¢ zewnetrzny problem Dirichleta, w ktérym szukamy rozwigzania
rownania Laplace'a poza okregiem jednostkowym, a rozwigzanie jest dane na okregu:
%z

Viu=0

)

1 1
urr+;ur+r—2u99=0 1<r<+4o

u = sin @ on the circle

u(1,0) = sin@ 0<0<2m

Problemy Dirichleta sg powszechne w elektrostatyce, gdy chcemy znalez¢
potencjat w regionie, ktorego potencjat jest dany na granicy.



Zagadnienia brzegowe drugiego rodzaju (Zagadnienia Neumanna)

. 0 L. . .
W tym wypadku na brzegu dana jest zewnetrzna pochodna normalna ﬁ (ktora jest proporcjonalna do strumienia

skierowanego do wewnatrz obszaru).

Problemy tego typu sg powszechne w przeptywie ciepta w stanie ustalonym i elektrostatyce, gdzie na brzegu podane
jest natezenie strumienia.

u .
Na przykfad, zatozmy, ze przeptyw ciepta do wewngtrz zmienia sie na okregu zgodnie z ‘E; = sin 0

Temperatura w stanie ustalonym wewnatrz okregu bytaby wéwczas okreslona przez rozwigzanie
nastepujgcego zagadnienia

Viu =0 O0<r<i1

1 0<0<27

— = sin 0 r



Flow of energy

Przygladajac sie ilustracji mozemy zauwazyc, ze strumien ciepta
\ przeptywa przez brzeg do wewnatrz obszaru dla 0 <8 <m iz
) ] ( wnetrza obszaru na zewnatrzdlam < 6 < 2m.

Jednakze, poniewaz catkowity strumien

r.

{The t ture at each point is 2m Ju 2m

emperature at each point i

const:nt sir\l::e the net flow i?\ and out J- __de — J’ Sin B dﬂ = 0
or 0

of that point is zero)

0

(warunek, ktory musi by¢ zawsze prawdziwy dla probleméw Neumanna), mozemy powiedzieé, ze temperatura
w kazdym punkcie wewnatrz okregu nie zmienia sie wzgledem czasu.

Innymi stowy, problemy Neumanna majg sens tylko wtedy, gdy zysk netto w postaci ciepta (lub czegokolwiek
innego) przez brzeg jest zerowy. Matematycznie oznacza to, ze

0
[2-0
Con

musi by¢ prawdg blisko brzegu, bo inaczej problem nie ma rozwigzania.



Wezmy dla przyktadu, wewnetrzny problem Neumanna

Viu =0 0<r<l1
du

(1,8) = 1 r=1 0=<6<2nw
or

Nie ma on sensu fizycznego, poniewaz staty jednostkowy strumien do wewnatrz nie datby rozwigzania w
stanie ustalonym.

Problem Neumanna rézni sie nieco od innych zagadnien brzegowych tym, ze rozwigzania nie sg unikalne.
Spoéjrzmy na zagadnienie:

Viu =0 0<r<li1
ou

-é—-(l,ﬁ)=cos(29) r=1 0<6<2m
,

Ma ono nieskoriczong liczbe rozwigzan u(r, 8). Mozna zauwazy¢, ze w tym wypadku catkowity strumien
przeptywajacy przez brzeg da nam wartosc zero.



Jednakze, gdy mamy juz jedno rozwigzanie, mozemy uzyskac pozostate inne przez dodanie statej. Na przyktad,
jednym z rozwigzan naszego problemu Neumanna jest

u(r,8) = r* cos (20)

i jest oczywiste, ze jesli do tego rozwigzania dodamy statg, to otrzymamy inne rozwigzanie. Z tego powodu,

jesli chcemy znalez¢ jedno rozwigzanie problemu Neumanna, musimy miec jaka$ dodatkowg informacje (np.
znac¢ rozwigzanie w jednym punkcie).

Zagadnienia brzegowe trzeciego rodzaju:

Problemy te odpowiadajg RRC zadanym w pewnym regionie przestrzeni, ale warunki graniczne s3g
mieszankg warunkéw dwoch pierwszych rodzajow

ou
— + h(u — g) =
™ (u-8=0

gdzie h jest statg, a g dang funkcjg, ktéra moze zmieniac sie na brzegu.



Bardziej sugestywng formg tego warunku brzegowego bytoby

ou

oy = hlu—g)

Mowi nam to, ze strumien wejsciowy przez brzeg jest proporcjonalny do réznicy pomiedzy temperaturg
u a pewng okreslong temperaturg g. Mozna to zinterpretowac nastepujaco:

o Jesli temperatura u (na brzegu) jest wieksza niz zewnetrzna temperatura przy brzegu to przeptyw
ciepta odbywa sie na zewnatrz.
e Jesli u jest mniejsze od temperatury g w otoczeniu brzegu, to ciepto wptywa do srodka.

To oczywiscie jest po prostu prawo Newtona dotyczgce chtodzenia, a wiec tego typu warunki brzegowe
sg bardzo naturalne w ustalonym przeptywie ciepta.



Wewnetrzny problem Dirichleta dla kofa

1 1
PDE u, + ;u, + ;uw

BC u(1,0) = g(8) 0<0<2nm

0 0<r<ili

(>

u = sin 8 on the boundary

Problem ten jest bardzo wazny w zastosowaniach fizycznych. Mozna go przyktadowo interpretowac jako
poszukiwanie potencjatu elektrostatycznego wewnatrz okregu, gdy potencjat jest dany na granicy.

Do rozwigzania tego problemu mozna uzy¢é metody separacji zmiennych. Natomiast odpowiednio manipulujac
rozwigzaniem mozna uzyskac¢ tkz wzor catkowy Poissona.



Na pierwszy rzut oka mozna pomyslec, ze przedstawiony problem nie jest bardzo istotny, gdyz
jego dziedzina jest bardzo prosta (wnetrze kota).

Prawdg jest, ze rownanie Laplace'a jest najprostsze, gdy obszar, o ktorym mowa, jest okregiem,
kwadratem, potptaszczyzng, ¢wierc ptaszczyzng itd.

Jest jednak kilka waznych punktéw, na ktére nalezy zwrdci¢ uwage.

W wielu przypadkach eksperymentator projektuje aparature fizyczng i ma mozliwos¢ ksztattowania
granicy w dowolny sposob.

Istniejg transformacje znane jako odwzorowania konforemne, ktére pozwalajg przeksztatcac
skomplikowane regiony w proste (np. takie jak okregi). Zatem, aby rozwigza¢ problem Dirichleta w
dowolnym obszarze, wystarczy tylko przeksztatci¢ go konforemnie w okrag, uzyé rozwigzan ktoére
zostaty wyprowadzone dla okregu i przeksztatci¢ z powrotem do oryginalnych wspdtrzednych.



Rozwigzania analityczne versus numeryczne

Rozwigzania analityczne

Rozwigzania analityczne to takie rozwigzania, w ktéorych nieznana funkcja u jest podana jako wyrazenie
matematyczne w kategoriach zmiennych niezaleznych i parametréw uktfadu.

Sg one na ogot nieskonczonymi szeregami lub catkami.

Rozwigzania numeryczne

Rozwigzania numeryczne odnoszg sie do znalezienia rozwigzania RRC poprzez zastgpienie go rownaniem
przyblizonym i rozwigzanie tego tatwiejszego.

Na przyktad, metoda aproksymacji roznic skoriczonych zastepuje pochodne czgstkowe roznicami skoniczonymi, wiec
przyblizamy rozwigzanie RRC rozwigzujgc rownanie roznic skonnczonych. Wynikiem jest zazwyczaj tabela liczb
wyliczajgcych rozwigzanie u dla réznych wartosci zmiennych niezaleznych.



Gdy znamy juz podstawowe znaczenie tych dwoch typow rozwigzan, zapytajmy ktore jest lepsze?

Odpowiedz zalezy od tego, co chcemy zrobic z rozwigzaniem. Istniejg jednak pewne wyrazne zalety
kazdego z tych dwdch typdéw rozwigzan.

Wezmy przyktadowo proste rdwnanie typu parabolicznego (réwnanie przewodnictwa cieplnego) wraz
z warunkami brzegowymi i poczgtkowym. Rozwigzanie przedstawia rysunek.

A
PDE u, = a’u,, 0<x<l1 0<t<wm 1 — ¢ = 0.25
u(0,0) = 0
BCs [u(l,f} -0 <<




Powstaje pytanie, czy wolelibysmy otrzymac rozwigzanie analityczne tego problemu.

2 - 1 ,
u(x,t) = - e~ ™) sin (wx) + EE_{E““}Z" sin (3mx) + ...

Czy rozwigzanie numeryczne.

A

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

0 L I B D D e R B 1 1
0.01 0 02 034 - : ' ' - 034 02 O
0.02 0 015 - - 015 O
o - - 0

t 003




Zalety rozwigzan analitycznych:

Rownanie zawiera oczywiscie wiecej informacji niz tabela liczb. Gdybysmy chcieli ocenic
rozwigzanie w dowolnym konkretnym punkcie (x,t), moglibysmy to zrobi¢ z dowolng doktadnoscia,
po prostu dodajgc odpowiednia liczbe wyrazéw w nieskoriczonym szeregu. Gorng granice bfedu
mozna by byto znalez¢ bez wiekszych trudnosci.

Rozwigzanie analityczne pozwala nam znalezé rozwigzanie w pojedynczym punkcie (x,t) bez
przechodzenia przez caty proces znajdowania rozwigzania we wszystkich innych punktach, jak to
miato miejsce w przypadku metody jawnej i ukryte;.

Rozwigzanie analityczne pozwala nam znalez¢ rozwigzanie w dowolnym punkcie, a nie tylko w
punktach siatki.

Prawdopodobnie najwainiejsze ze wszystkich jest to, ze rozwigzanie analityczne méwi nam, jak
parametry fizyczne, warunki poczatkowe i brzegowe wptywajg na rozwigzanie.



Rozwigzania numeryczne nie wydobywajg tych zaleznosci, poniewaz znajdujemy rozwigzanie
numeryczne dla okreslonych parametrow, warunkéw poczatkowych i brzegowych.

W wielu sytuacjach poznanie zaleznosci pomiedzy parametrami modelu i rozwigzaniem jest bardzo
istotne. Szczegdlnie w przypadku, gdy naszym celem jest oszacowanie parametrow z rozwigzania. Na
przyktad, zatézmy, ze mierzymy eksperymentalnie rozwigzanie u i znamy rozwigzanie analityczne

u = funkcja parametrow

wtedy mozemy mniej wiecej znalez¢ parametry jako funkcje danych poprzez

parametry = funkcja u = funkcja danych

Koncepcja ta nazywana jest identyfikacjg parametrow i jest jednym z giéwnych powodow
rozwigzywania RRC w sposob analityczny.



Zalety rozwigzan numerycznych

Jest jedna gidwna zaleta rozwigzan numerycznych, a mianowicie to, ze wiele problemow nie ma znanych
rozwigzan analitycznych. Praktycznie wszystkie nieliniowe RRC muszg by¢ rozwigzywane metodami
numerycznymi, i w rzeczywistosci wiekszosc realistycznych modeli w fizyce, chemii, biologii i tak dalej, sg to
problemy w rzeczywistosci nieliniowe.

Modele liniowe reprezentujg, w wiekszosci, przyblizenia, z ktorych wyrzucilismy niektore nieliniowe sktadniki.
Niektére bardzo wazne rownania nieliniowe takie jak:

nieliniowe rownanie falowe u, = u, + flu)

rownanie reakcji-dyfuzji

ulf = qu + f(u)
s . . u: = uxx + f(“’ V)
rownanie Hodgkina-Huxleya v, = g(u,v)

nie majg znanych rozwigzan analitycznych dla wszystkich nieliniowych funkcji fi g. Dlatego tez, do
rozwigzania tego typu zagadnien wykorzystuje sie rozwigzania numeryczne.
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