Zajecia 6

Sprowadzanie do postaci kanonicznej rGwnania typu

parabolicznego

Chcemy réwnanie RRC Il rzedu o typie parabolicznym sprowadzi¢ do postaci:

wee = G(E,n,w,we,wy) lub w,, = G(&1,w,wgw),)

Wiemy, ze aby jg otrzyma¢ musimy dokona¢ zamiany zmiennych (x,y) —

( f ) 1]) Wyznaczamy je z réwnan charakterystyk.

Roéwnanie typu parabolicznego ma jedna rodzine charakterystyk rzeczywistych o postaci:

dx dy c
—_—— =
Przyjmujemy, ze
é— = ¢(x, y) = Cl
Natomiast 17 = 1(x, y) dobieramy tak, aby byt spetniony warunek:
$x fy‘
= =0
J Nx MNy

Przyktad ilustrujacy

Sprowadz ponizsze réwnanie do postaci kanonicznej
Uyy — 2Uyy +u,, =0
Jak zwykle sprawdzamy jaki to typ rdwnania.

a=1, b=-2  ¢c=1




§=b*>—4ac=(-2)*-4-1-1=0
Zatem nasze rownanie jest typu parabolicznego.
Korzystajac z rdwnania krzywej charakterystycznej poszukajmy zmiennej €.

dx dy dx _dy

R —_ —=
2a b 2-1 =2
Catkujemy

jdxz—jdy$3x=6—y

Dostajemy

C=x+y

Zgodnie z ,przepisem” przyjmujemy & = C = x + Yy i dobieramy przyktadowo
drugg zmienng m = x . Jest to wybor arbitralny i najprostszy z mozliwych.

(MoglibySmy zrobic tak, ze przyjmujemy 17 = X + y i dobieramy drugg zmienng
przyktadowo jako & = x.)

Sprawdzmy, czy Jakobian przeksztatcenia jest rozny od zera.

$x Ey‘ 1 1
_ =0—-1+0
Nx My

J = — 11 0

Policzmy teraz pochodne w nowych zmiennych. W réwnaniu wyjsciowym sg
tylko pochodne drugiego rzedu. Policzmy je, korzystaja ze wzoréw i
informacji, ze: §,=1,¢§,=1,1m, =1,1, =0ipochodne §,, = &), =1, =

Nyy = Exy =MNxy = 0.




Uyy = Wfff;% + wangxnx + Wnnnazc + Wffxx + Wplyx =
Wee 124+ 2wey *1- 1+ wpp 12 +we -0+ w, -0 =

Wee + 2We+Wyy

Uyy = Wfffxfy + Wy (gxny + gynx) T WypTkMy + Wf‘fxy + Wplyy =
Wee 1 14+we - (1:0+1-1) 4wy -1-0+wg-0+w,-0=

Wer + Wep

_ 2 2 —

Uyy = WegSy + 2Wenéyny, + Wity + Wedyy + wynyy, =

Wff-12+2WETI.1-0+W7777.02+WE.O+W77.0=
Wee
Wstawmy pochodne do réwnania wyjSciowego :
Uyy — 2Uyy +u,, =0
Wtedy otrzymujemy:
(Weg + Zweytwyy) — 2(Wee + wey) + wee =

Po dodaniu do siebie odpowiednich cztoné6w dojdziemy do postaci:

w,, =0 « > U, = 0
m wEm=u(§xy)n(xy)) zatem

Przedstawmy to réwnanie w formie dogodniejszej do catkowania

’u 0 d (0u
6_)12 B co zapisujemy % (%)



Scatkujmy powyzsze wyrazenie stronami po dn :

f 0 (au)d —de — % _gy
611 611 n= n dostajemy 611 B f(f)

Gdzie f(§) jest funkcja (,,statg”) zalezng od zmiennej, po ktdrej nie catkuje.

Jeszcze raz catkujemy po dn:

> f(&)-n+9(%)

f(®traktujemy jak stata

u= [ r©an
Gdzie g(¢&) jest funkcja (,stata”) wynikajaca z catkowania, zalezng od
zmiennej, po ktdrej nie catkuje.

Dostatam zatem rozwigzanie ogdélne w zmiennych &,7. Zapiszmy je jeszcze
raz:

u@n =& n+g9@)

Zapiszmy rozwigzanie ogdlne w zmiennych X, y, pamietajac, ze :

E=x+yin=x

u(x,y) =fx+y)-x+gx+y)

Przyktady funkcji, ktére spetniajg wyjsciowe réwnanie:

u(xy) =x+y)>?-x+x+y?>

1
u(x,y) =xcos(x+y)+ Xty

ulx,y)=+yx+x+y) itp..




Sprowadzanie do postaci kanonicznej rGwnania typu

eliptycznego

Chcemy réwnanie RRC Il rzedu o typie eliptycznym sprowadzi¢ do postaci:
Wer + Wy = G(§, 1, W, Wg, wy)

Wiemy, ze aby jg otrzyma¢ musimy dokona¢ zamiany zmiennych (x,y) —
( f, 1]). Wyznaczamy je wlasnie z rownan charakterystyk.

Réwnanie typu eliptycznego ma dwie rodziny charakterystyk zespolonych o postaci:

1.

dx dy
= -
2a  (b+iVv-6)

C,=¢=0¢1(x,y) +ig(x,y)

2.
dx B dy o D
20" (p_ivmg) 2 PTHP i)

Przyjmujemy, ze

§=¢1(x,y) =Rep i 1n=¢xy)=Imp

i sprawdzamy, czy spetniony jest warunek:

$x Sy

J= 0, m,

|+ 0




Przyktad ilustrujacy

Sprowadz ponizsze rownanie do postaci kanoniczne;j
Uyy — 4Uyy, + 5u,y,, =0
e Sprawdzamy jaki to typ roOwnania
a=1, b=-4 «¢=5

5=b’—4ac=(-4)2-4-1-5=16-20=-4<0 (E)

Zatem nasze réwnanie jest typu eliptycznego

e Szukamy z réwnan charakterystyk zmiennych &, 7

Piersze réwnanie charakterystyk ma posta¢:

dx dy dx dy dx dy
_—_— - o —
2a (b +iV-6) 21 (—4+i/-(-4)

Catkujemy

(—4+2i)fdx=2jdy=>(—2+i)jdx=jdy

po skroceniu
Stad

—_ 1 = _ = —1
2x +ix + C; ywynikaztego Ci,=2x+y—ix

Zatem

P1(x,y) =2x+y, ¢(xy)=—x



Drugie rownanie charakterystyk ma postac:

dx dy dx dy dx dy
_——— - = -
2a (b -iV-6) 2:1 (-4-i/-(-4)

Catkujemy

(—4—2i)jdx=2jdy=>(—2—i)jdx=jdy

po skroceniu
Stad

—2x—ix+(C=y—— (, =2x+y+ix
wynika z tego

¢1(x,y)=2x+y, ¢Z(xIY)=x

Wybieramy jedna z opcji i przyjmujemy, Ze:

$=¢p1=2x+y i n=¢,=x

(Przyjecie, ze ¢ =¢, =2x+y i 1n=¢, =—x tezjest prawidlowe. Moze
tez by¢ alternatywa gdy przy pierwszym wyborze Jakobian przeksztatcenia

J=0)

Sprawdzamy warunek:
$x €y| 2 1
= = =0-1=-1+0
J Nx My |1 0

Liczymy pochodne w nowych zmiennych. W réwnaniu wyjsciowym s3 tylko
pochodne drugiego rzedu. Skorzystajmy ze wzordéw i informacji, ze: &, = 2,
Ey =1, Nx = 1, ny =0 ipOChOdne fxx = Eyy = Nxx = nyy = fxy = nxy = 0.




Uyy = Wfff)% + wanfxnx + Wnnnazc + Wffxx + Wplyx =
Wee 2% 4+ 2wey 2 1+ wpp 12+ w04+ w, -0 =

4w5§ + 4W€n+wrm

Uyy = Wfffxfy + Wy (fxny + fynx) T WypTkMy + Wf‘fxy + Wplyy =
Wer 2 14+we - (2:0+1-1) 4wy -1:0+wg-0+w,-0=

Uy, = Wegdy + 2Wen§ymy, + Wty + Wy, + Wity =
Wff'lz‘l'ZWEn'1'0+Wnn'02+W€'O+Wn'O=

Wee

Wstawmy policzone pochodne do naszego wyjSciowego rownania.
Przypomnijmy je:

Uy — 4Uyy, + 55Uy, =0
Zatem dostaniemy:
(4wee + 4wgy + wyy) — 4+ (2w + wyy) +5(wge) =

Po dodaniu do siebie odpowiednich cztoné6w dojdziemy do postaci:

Wee + Wy =0



Wiedzac, ze w(§,n)= u(é(x,y),n(x,y)) mozemy wr6ci¢ do funkcji
poszukiwanej i napisac:

u;; + u,m =0

Rozwigzaniem tego typu réwnania jest tkz funkcja harmoniczna - czyli
funkcja klasy C?(D)spetniajgca rownanie Laplace’a.

Przyktadem rozwigzania powyzszego réwnania jest wielomian:

u€n) =& —n?

W zmiennych x,y przykladowe rozwigzanie naszego rownania wygladatoby
nastepujaco:

u(x,y) = (2x + y)? — x*

Prosba o sprawdzenie, ze faktycznie podane u(x, y) spelnia réwnie wyj$ciowe
"

Zadania do samodzielnego rozwigzania:
Zadanie 1
Dane jest rOwnanie :
Uy, + 6u,, —16u,, =0

e Sprowadz to rownanie do postaci kanoniczne;j.

e Znajdz postac og6lng rozwigzania.

e Na jej podstawie zaproponuj konkretne rozwigzanie i sprawdz czy
spetnia ono rOwnanie wyjsciowe.

ODP: Rdéwnanie typu hiperbolicznego.

Postac¢ ogélna rozwigzania u(x,y) = f(2x +y) + g(y — 8x)




Zadanie 2
Dane jest réwnanie:
Uy — 4Uyy, +4u,, =0

e Sprawdz jaki to typ rownania.
e Sprowadz je do postaci kanonicznej i wyprowadz z niej posta¢ ogélng
rozwigzania.

WSKAZOWKI: Réwnanie typu parabolicznego. Z réwnania charakterystyk
wyliczamy § = 2x + y a zmienng 1 przyjmujemy réwna Xx.

Posta¢ og6lna rozwigzania: u(x,y) = x-f(2x+y) + g(2x +vy)
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Rozwiaz zagadnienie Cauchy’ego dla podanego powyzej rownania. Warunki
poczatkowe majg nastepujaca postac:

u(0,y) =y
u,(0,y) =4y +2
Wstawmy warunki poczatkowe do naszego rozwigzania og6lnego.

u(0,y) =0-f(0+y)+g(0+y) = y* —=——= gy) = y*

dostajemy
Zanim wstawimy drugi warunek do rozwigzania, policzmy pochodng uy.
U, (6, y) =1 fCx+y)+x-f'Cx+y)-2+2-g'2x+y)
Wtedy
u,(0,y)=f2-04+y)+0-f'"(2:-0+y)-2+2g9'(2:0+y) =
=f+29'(y) =4y +2
Dostajemy zatem uktad rownan:

{ gy =y?
f)+29'(y) =4y +2
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Zrbézniczkujmy pierwsze rOwnanie i przemnozmy przez 2.

{ 2g'(y) = 4y
fly) + 2g'(y) = 4y + 2

A nastepnie odejmijmy pierwsze réwnanie stronami od drugiego. Dostaniemy:
f(y) =2 « jest to funkcja stata
g(y) = y? « dane jest bezposrednio z war.poczatkowego

Mamy zatem gotowe przepisy na funkcje fig. Uogdlnijmy je robiagc
podstawienie z = y. Zapiszmy ostateczng postac tych funkcji

fz)=21i g(z) =z*
i wprowadzmy je do naszego rozwigzania ogdlnego:
u(x,y) =x-f(2x+y) + g2x+y) =x-2 + (2x + y)?

Zatem ostateczna postac rozwigzania dana jest wzorem

u(x,y) = 4x% + 4xy + y* + 2x

Zadanie 3
Dane jest réwnanie:
sin’y-u,, — 2cosy Uyy — Uyy, +siNy U, =0

e Sprawdz jaki to typ réwnania

e Znajdz zmienne &, n, ktore moga sprowadzi¢ réwnanie do formy
kanonicznej (Nie przeprowadzaj catego rachunku sprowadzajacego
réwnanie do tej formy. Przypomnij sobie jak wyglada forma kanoniczna
réwnania dla typu réwnania, ktory otrzymates z analizy)

e Wiedzac, ze G(f, nw,wg, Wn) = 0 w réwnaniu kanonicznym

réwnania wyj$ciowego, znajdz rozwigzanie ogolne

WSKAZOWKI: Réwnanie typu hiperbolicznego. Wiemy, Ze:
G(f,n,w,wE,Wn) =0->wg, =0
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Rozwigzanie ogolne:
u(x,y) =f(—x+siny+y)+ g(x+y—siny)

>k 3k 3k ok ok ok ok sk sk ok >k >k 3k Sk Sk ok ok ok ok ok ok ok sk >k >k 3k Sk Sk ok ok ok ok sk sk sk sk ok 3k Sk Sk sk Sk ok ok sk sk sk sk sk ok sk sk Sk ok sk sk sk sk sk sk ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok

Rozwiaz zagadnienie Cauchy’ego dla podanego rownania wyjSciowego.
Warunki poczatkowe majg nastepujaca postac:

u(x,0) =x
uy(x,0) =1
Wstawmy warunki poczatkowe do naszego rozwigzania ogdlnego.

u(x,0) = f(=x+sin0+0)+ g(x+0—sin0) = x —

dostajemy

u(x,0) = f(=x) + g(x) =x
Zanim wstawimy drugi warunek do rozwigzania, policzmy pochodng u.

u =£§+d—ga—n=f’(—x+siny+y)-(1+cosy)+g’(x+y—siny)-(1—cosy)
¥ dfdy dnoy

Wtedy:
u,(x,0) = f'(—x+sin0+0) - (1+cos0) + g'(x+0—sin0) - (1 —cos0) =

=2f'(—x)+g'x) 0 =1—=2f"(—x) =1

codaje

Dostajemy uktad réwnan:

{f(—X) +g(x) =x
2f'(—x) =1

Zrézniczkujmy pierwsze rOwnanie po x, a drugie podzielmy stronami przez 2.

—f'=x)+g' () =1
1
{ fri=x) =5
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1 , _ 1
—5tg' ()=
fl=x)=5

Zajmijmy sie pierwszym z réwnan. Po przeksztatceniu otrzymamy:

3
g =3

3 3
2 Catkujemy g(x) - Ef dxst:aw)l g(x) =5x+C

2
Aby otrzymac f (—x) wrocimy do rOwnania:
3 1
f( X)+g(x)—x:> f( x)+2x+C_x=> f(_x)__zx_c

i ostatecznie

Mamy zatem prawie gotowe przepisy na funkcje f i g. Uogélnijmy je robiac
podstawienie z = x. Funkcja g bezposrednio wynika z podstawienia:

3
g(z) = 5Z +C
Natomiast funkcje f otrzymujemy nastepujaco

Z=—Xxtox=—-z ﬁf{z) _E(_Z)_C

Wiec ostatecznie

(@) =5z-C
f(z) = > Z
Wprowadzmy funkcje do rozwigzania ogolnego

ux,y) =f(—x+siny+y)+ g(x+y—siny) =
1 _ 3 .
=§(—x+smy+y)—C+E(x+y—smy)+C=

x—siny+ 2y

Czyli ostateczne rozwigzanie ma posta¢ u(x,y) = x —siny + 2y
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