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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Gaz idealny

Zbiér chaotycznie poruszajacych sie czasteczek w ktérym czasteczki oddziatuja
na siebie tylko poprzez doskonale sprezyste zderzenia. Rozmiar czasteczek jest
pomijalnie maty w stosunku do drogi swobodne;j.

Réwnanie stanu (Clapeyrona):
pV =RT (1.1)

parametry stanu:
p — cidnienie, T — temperatura, V' — objetos¢

W dynamice gazéw korzystamy z zaleznosci (dla masy jednostkowej gazu):

V==
p

Réwnanie stanu (1.1) przybiera wtedy postaé:

p
S =RT 1.2
p (1.2)
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Gaz doskonaty

WprowadZmy dwie funkcje stanu — energie wewnetrzng e i entalpie h:
p
h=e+ = (13)
p

Dla gazu doskonatego energia wewnetrzna i entalpia s3 liniowymi funkcjami
temperatury.

e=e(T)=cT — cy=const (1.4)
h=h(T)=c,T — ¢p=const (1.5)

Korzystajac z (1.2) otrzymamy:
%:RT:(CP—Cv)T — R=cp—cy (1.6)
Woprowadzajac wspétczynnik k = ¢, /c, otrzymamy:

Cp =

kR R kE p I p
—_— = =—= = = 1.
k—1 k—1 h k—1p k—1p (1.7)



POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Pierwsza zasada termodynamiki

Zmiana energii wewnetrznej uktadu zamknietego jest réwna sumie dostar-
czonego do uktadu ciepta i pracy sit zewnetrznych wykonanej nad uktadem.
de = dq + dw (1.8)
przemiany termodynamiczne:
e przemiana adiabatyczna — brak wymiany ciepta z otoczeniem

e przemiana odwracalna — istnieje mozliwo$¢ powrotu do poczatkowego sta-
nu gazu. Brak efektéw zwigzanych z dysypacja (np. lepko$¢, przewodnictwo
cieplne)

e przemiana izentropowa — adiabatyczna i odwracalna. Entropia nie podlega
zmianie (patrz nastepny slajd)

Dla przemiany odwracalnej (brak sit tarcia)

ow=—pdV — de=dq—pdV (1.9)
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Druga zasada termodynamiki

Pierwsza zasada termodynamiki opisuje zachowanie energii lecz nie okresla kie-
runku przemian. Np. przekazywanie ciepta z ciata A do ciata B gdy Ta < T
jest z nig zgodne.

Wprowadzmy nowa funkcje stanu — entropie s:

. 6%”611
ds = e (1.10)

0@rev — infinitezymalne ciepto dodane do uktadu w przemianie odwracalnej

Dla dowolnej przemiany zachodzi zalezno$¢:

ds = (%q +dSirrev —  ds > % (1.11)
a dla adiabatycznej, gdzie g = 0:
ds>0 (1.12)

(1.11) i (1.12) opisuja druga zasade termodynamiki:

Entropia uktadu ros$nie lub co najwyzej pozostaje niezmieniona.
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Druga zasada termodynamiki c.d.

W przypadku przemiany odwracalnej korzystajac z 1 Z.T. (1.9) i (1.10):

Tds=de+pdV (1.13)
korzystajac z definicji entalpii (1.3) i (1.13) :
dh =de+pdV +Vdp (1.14)
Tds=dh—Vdp (1.15)
Korzystajac z réwnania stanu (1.1) i réwnan (1.4) i (1.5) :
dT’  pdV daT av
— pav _ . @ 1.1
ds a + T Co +R % (1.16)
dr Vdp dT dp
dSICp?—T Cp?—R » (117)
Zmiane entropii dla gazu doskonatego w przemianie 1 — 2 mozna wyznaczy¢:
Ty
_ dr av T Va
82—81—/T Cu?+A R7 ¢y In T + R In A (1.18)
1 1
T P2
52—51:/ cpd—T—/ R@ Cp ——Rl P2 (1.19)
T T P1 p Ty p



POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Przemiana izentropowa

Réwnanie (1.19) mozna przeksztafci¢:

s = B P2 py Pz Ry P g gy P2
k—1 p1p2 p1 k-1 P1 P2 D1

R p2 [ p *
2 [ p1
$2-81=7— In |‘p1 (pz) ] (1.20)

Dodatkowe zaleznosci na zmiane temperatury w funkcji zmian ciénienia lub ge-
stosci mozna wyprowadzi¢ z (1.19) lub (1.18). Ostatecznie, dla przemiany izen-
tropowej (s2 — s1 = 0) otrzymamy zaleznos¢:

k k
p_ () E)m
p2 <p2> - (T2 (1.21)
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa

Réwnania ruchu nielepkiego ptynu Scisliwego

W ruchu ptynu Scidliwego p # const !

Catkowe réwnania ruchu dla pewnej objetosci 2 ograniczonej brzegiem T’

(pominieto pole sit objetosciowych):

Réwnanie ciggtosci

3!
— de—i—]{pv~nszO
ot J, r

Réwnanie pedu

9 pde—|—j{pv(v-n)sz—]{pndF
at Jo r r

Réwnanie energii catkowitej £ = e + %

g/pEdQ—&-%pEv-ndF:—j{pv-ndf—i—/p(de
It Jg r r Q
i ——

——

i praca ciepto
v — wektor pola predkosci

G — zrédto ciepta (dla typowych warunkéw ¢ = 0)

(1.22)

(1.23)

(1.24)
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Réwnania ruchu nielepkiego ptynu Scisliwego c.d.

Rézniczkowe réwnania w formie zachowawczej:
Réwnanie ciggtosci

dp

ZF . = 1.2
En +V-(pv)=0 (1.25)
Réwnanie pedu
0
(ap:) +V-(v®pv)+Vp=0 (1.26)
Réwnanie energii catkowitej
o(pE .
6E) 4 . (pE +p) = pi (1.27)
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Poréwnanie réwnan ptynu Scisliwego i niescis$liwego w ruchu ustalonym

POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa

Réwnanie ciagtosci

V-v=0 < V-(pv)=pV-v+v-Vp=0 (1.28)

Réwnanie pedu

V-(V®V)+%Vp=0 — V- (vepv)+Vp=0 (1.29)
Réwnanie energii

brak < V.(pEv)+Vp=0 (1.30)

W przypadku niescisliwym, substytutem réwnania energii moze by¢ réwnanie
Bernoulliego (catka réwnania pedu!). Réwnanie to opisuje zamiane pracy sit
ci$nienia w energie kinetyczna:

1)2

5+

I

= const (1.31)



POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa

Predkos¢ dzwieku

p+dp ik . p
p+dp [ N
u=du AR u=0
- L

p+dp

p+dp

u=—c+du
%

I
o
o
o
o
Ly —

ukftad zwiazany z otoczeniem

réwnanie ciggtosci:

(p+dp)(c—du)A=pcA —

réwnanie pedu:

m(c—du) — (p+dp)A=mc—pA —

2 pop
c =d
prdp P

dla matych zabuzen dp < p:

dla izentropy

2_dp
C_dp

uktad zwigzany z zaburzeniem

cdp

du = 1.32
= (1.32)
pcdu=dp (1.33)
2_dp () dp
c = (1 (1.34)
2 _ . b _
¢ =kD =kRT (1.35)
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Liczba Macha

Liczba Macha to bezwymiarowa liczba podobienstwa dla zjawisk falowych w
przeptywie ptyny Scisliwego.

M= (1.36)

u
C

Przyktad

W warunkach standardowych: p = 1000 hPa, T = 25°C = 298.15° K
dla powietrza (czasteczki dwuatomowe) k = 1.4, R = 287.05 IchK
gestoéé p = L= = 1.168 kg/m®

predkoé¢ dzwieku ¢ = VAT = 292.547 m/s

poruszajac si¢ z predkoscia u = 100 km/h = 27.778 m/s liczba Macha
M =0.095



POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa

Klasyfikacja rodzajéw przeptywu w zaleznosci od liczby Macha

niescisliwy

poddzwiekowy

transoniczny

naddzwigkowy

hipersoniczny

M <03

M < 0.7

0.7< M<1.2

1.2<M <5

5< M

przeptyw moze by¢ traktowany jako niescisli-
wy (zmiana gestosci < ~ 5%)

przeptyw w catym zakresie jest poddzwigko-
wy

przeptyw okotodzwigkowy; wystepujg efekty
falowe; duze obszary nad/podZzwigkowe
przeptyw prawie w catym obszarze jest nad-
dzwiekowy

interakcja fal uderzeniowych z warstwa przy-
$cienng; wysokie temperatury; dysocjacja i
jonizacja gazu;

A
&



POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Catka réwnania energii

Korzystajac z r-a ciagtosci (1.25) r-e energii (1.27) mozna przeksztatci¢ (¢ = 0):
dE

= 1.
P +V-vp=0 (1.37)
Korzystajac z:
d(p)_dp_pdo _dp _ o
P <p> W pdl +pV.-v= 8t PLv. vp (1.38)
i r-a (1.37) otrzymamy:
d > p Jp
- 4+ 2 == 1.
P (e+2+p> ot (1.39)

Dla zagadnien stacjonarnych otrzymamy zalezno$¢ dla pewnej lini pradu:

2 2
e—‘,—%—i— =h+%:const (1.40)
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Catka réwnania energii c.d.

WoprowadZmy parametry w punkcie spietrzenia (u = 0): po, po, i To. Dodatkowo,
wprowadzmy pojecie stanu krytycznego, w ktérym u = c czyli M = 1. Parametry
stanu gazu s3 oznaczane indeksem *: p., pi i Tk.

Réwnanie (1.40) mozna przedstawi¢ w formie:

2 2 C2 2

U U u
h—i—?—cpT—i—?—kil—i—?—const (1.41)

Réwnanie to w punkcie spietrzenia (up = 0):

Col = const (1.42)

2 2 2 2
(& u c @ k+1
F—1 2 k—112 2(k—1) - oons (1.43)

Z réwnan (1.42) i (1.43) wynika, ze na linii pradu dla gazu doskonatego w
przemianie adiabatycznej co i c. s3 stafe.
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Zaleznosci dla przemiany izentropowej

Woprowadzmy parametry w punkcie spietrzenia (u = 0): po, po, ho i To

Zmiane parametréw stanu gazu w przemianie izentropowej z punktu 0 do 1
mozna opisaé korzystajac z (1.40):

- L (1.44)
Korzystajac z r-a izentropy (1.21) powyzsze r-e mozna przeksztatci¢ do:
Po _ 1 k=15 B
- [ + TMl] (1.45)
Podobnie mozna wyznaczy¢ zalezno$ci na gesto$¢ i temperature:
po _ 1 E 2 T
% - |1+ 2= ] (1.46)
o _q4 EMf (1.47)

Ty 2
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Zaleznosci dla przemiany izentropowej c.d.

Jesli zdefiniujemy liczbe Macha odniesiona do predkosci dzwieku w punkcie
krytycznym M, = u/cs to réwnanie (1.43) mozna przeksztatci¢ dzielac obie
strony przez u”:
¢ 1
u?k—1

1 k+1 & 1 1 1 k+1 1
2 2(k—1)u2 M2k—1 2 2(k—1)M?

+

Na podstawie tego r-a mozna otrzymac zaleznos¢:

k+1) M?
Mf:(i 1.48
24 (k—1) M? ( )
z ktorej wynika, ze:

M<l = M.<1

M=1 = M.=1

M>1 = M.>1

Moo = M—,*1_ (1.49)
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Zaleznosci dla przemiany izentropowej c.d.
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa

Zaleznosci dla przemiany izentropowej c.d.
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa

Prosta fala uderzeniowa }
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Prosta fala uderzeniowa

P1 D2 P i i P2
P1 P2 P1 o P2
uyp u U =uy o ue=uy —u
¢ _— |, —
ukfad zwiazany z otoczeniem uktad zwigzany z fala
réwnanie ciggtosci:
p1 UL = p2 U2 (2.1)
réwnanie pedu:
p1ui +p1 = ps us + p2 (2.2)
réwnanie energii:
L, uf p2 | u3 ui Uz
e —+ —==e —4+ = — h —=h —= 2.3
1+p1+2 2+p2+2 1+2 2+2 (2.3)
réwnanie stanu:
h__ 2 (2.4)
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Prosta fala uderzeniowa c.d.

Réwnanie energii (2.3) mozna zapisac:

2 2 2 2 2 2
Uy Uz C1 Ul 2 U2
T+ L=, Th+ 2 el 22
ehity=elty = Ity T o1
2 2 2 2
(£} ui Cy Uy k —+ 1 2
el G o R o 25
T k-1 T2 k=12 Tak-n© (2:5)
Dzielac stranami r-e pedu (2.2) przez r-e ciagtasci (2.1):
p1 P2 cf &
+u = +uz —  u2z—ur = - (2-6)
p1 UL P2 U2 k u1 k us
Wyznaczajac ¢ i ¢3 z (2.5) i wstawiajac do (2.6):
2 J—
k+l e k-1 =1 — 2 =uj us (2.7)

2k‘ Ul uz 2](2



POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Prosta fala uderzeniowa c.d.

Réwnanie (2.7) mozna przeksztafcic:

Ul uz 1
=M M =1 Mo = 2.8
Ca% 1 2 g 2 M*l ( )

Korzystajac z r-a energii (2.3):

c? u? k+1 o 1 1 E+1 2
—_—t — = — i — —_—t = ——— —
k-1 2 2(k-1) E—1u2 ' 2 2(k—1)u
1 1 1 E+1 1 2 (k+1) M?
=T M2=_"T202 2,
i e e Mo ngonawe 39
Z zaleznosci (2.8) i (2.9):
24 (k—1) M?
MI=—21T\" /7L 2.10
2T 2k M2 —(k—1) (2.10)
Przeksztatcajac r-e ciagtosci (2.1) i korzystajaé z zaleznosci na M..:
pr_w_ wi _wd_ e opp_w_ (kD) ME
Pl U2 U2 Ul c? *1 pr w2 2+ (k—1) M?

(2.11)
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Prosta fala uderzeniowa c.d.

Korzystajac z r-a pedu (2.2) r-a ciagtosci (2.1) :
2 2
P2 —p1 = p2uz — p1uj = p1ui(uz — uy)

. 2
u:@(l—%):ka(l—%) (2.12)
U1l

P1 C% U1

Uzywajac (2.11) i upraszczajac otrzymamy:

P2 2]€ 2
—=14+-—(M; -1 213
B =14 g M7 1) (213)

Z r-a stanu (2.4) i znanych juz zaleznosci (2.11) i (2.13):

2
Tz_cj:[1+ﬂ(M12_1)}

T _ 24 (k—1) M3
T C% k+1

(k+1) M? (2.14)



POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Prosta fala uderzeniowa c.d.

Wyprowadzone zaleznosci (2.10), (2.11), (2.13) i (2.14) opisuja uderzeniowa
fale zgeszczeniowa (M > 1) jak réwniez uderzeniowa fale rozrzedzeniowa
(M1 < 1).
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Prosta fala uderzeniowa c.d.

Czy obydwie fale wystepuja w rzeczywistosci ?
Wyznaczajac przyrost entropii z r-a (1.20) i zaleznosci (2.13) i (2.11):
As = sy — 51

R . (k+1) M2 1°°
=L [1+k—+1(M1—1)} {H(kl)M%} 1 (2.15)

Zmiana entropii dla fali uderzeniowe;j jest funkcja liczby Macha M;:

0.6

0.4 -

Jak widaé na wykresie, dla My < 1 (nieciagta
fala rozrzedzeniowa) As < 0. Zgodniez2 Z.T.
jest to niefizyczne.

W rzeczywisto$ci moga wystepowac tylko
-02 | zgeszczeniowe fal uderzeniowe

| R N |
06 08 1 12 14 16 18 2 22 24
M
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Prosta fala uderzeniowa c.d.
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Prosta fala uderzeniowa — Adiabata uderzeniowa

Zaleznosci dla fali uderzeniowej mozna przedstawi¢ (tak jak przemiane izentro-
i p2 — f(p2).
powa) jako pf =f (pi)'

1 (k—1)

—(k—1)
—(k+1)

P2
£L (2.16)

P1

Zalezno$¢ ta jest nazywana adiabata uderzeniowa (r-e Rankine’a - Hugoniota).

20 T T 4r T T
151 3
£ 10 £ 20
S F s |
ISY - ISY [
T 10
D[ .
[ I [
- izentropa -
0 [ bata Hugoniota 0 »
I T S Y T S T Y Y T Y L L L Il L L L I L L L
0 2 4 6 8 0 1 2 3
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Prosta fala uderzeniowa — Strata ci$nienia spietrzenia

Réwnanie energii (2.3) dla parametréw w punkcie spietrzenia mozna zapisa¢:
Cp T(n = Cp T()2 — T()1 = T()2 (217)
R-e (1.19) dla parametréw w punkcie spigtrzenia:

T
S2—81=¢p In 202 _ g P2 s —s1 =R In 20 (2.18)
To1 Po1 Do2

Zmiane ci$nienia spietrzenia mozna wyznczy¢ korzystajac z (2.15):

—k
po2 ___R_ [ 2k e ] _(k+1) M7
e i IR (M7 = 1) 2+ (k—1) M2
po 2k [ sy M2 T
po1 [1+k+1(M1_1)] [2+(k—1)M12] (2.19)
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Prosta fala uderzeniowa — Strata ci$nienia spietrzenia c.d.

Z r-a (2.18) wynika, ze przyrost entropii jest $cisle zwigzany ze zmiang ci$nienia
spietrzenia (ci$nienia catkowitego). Wykres zaleznosci straty cisnienia spietrzenia
mozna sporzadzi¢ na podstawie (2.19):

2 . T T 1T T 1T T T T 1T T T T T 11T T T T 1T T T T 1T T 717
L . 4
EEEEN ]
[
[ . B
15— )
[ 1 1 B
- ! 1 -
1 Y
g 0N |
F eansnuns
=] r | h
IS I | B
[ 1 B
- ! -
1
051 )
[ 1 B
I ! B
HEEE |
[ | !
01 1u I | N
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

M



A
&

POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
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