WYKLAD 6
AERODYNAMIKA SKRZYDLA O
SKONCZONEJ ROZPIETOSCI
PODSTAWY TEORII LINIT NOSNEJ




Prawo Biota-Savarta

1 Pole predkosci indukowanej przez linie (ni¢) wirowa o

cyrkulacji /7 moze by¢ wyznaczone przy uzyciu formuty
Biota-Savarta
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Przypadek 1 — indukcja nieskonczonej nici wirowej (rownowazny punktowemu

worowi potencjalnemu w 2D)
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Przypadek 2 — indukcja pél-nieskonczonej linii wirowej & < [0,)

v(X,y,0)=—— d lim —© } e, a { X +1}z

Ay & \/x +y? \/(x zj) +y? 4ry X+ Y?

Predkos¢ indukowana w plaszczyznie prostopadte; do linii wirowej w punktach na
ptaszczyznie x =0 zadana jest wzorem

MOym—l§




Oplyw skrzvdla o skonczonej rozpietosci — cechy fizyczne
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Teoria linii noSnej

Przeptyw wokot skrzydta jest modelowany jako superpozycja strumienia jednorodnego
1 pola predkosci indukowanego przez ptaska powierzchnie wirowa ,,udajaca” $lad
wirowy za skrzydtem.
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Powierzchnia wirowa jest ,,utkana” z kontinuum linii wirowych ,,zamocowanych” do tzw.
linii noSnej zwigzanej ze skrzydlem. Zmienna wzdluz rozpietosci gestos¢ tych linii
przeklada si¢ na ciagly i niejednorodny rozklad cyrkulacji.




Powierzchnia wirowa indukuje predkos¢ w catej przestrzeni wokot ptata. Idea metody
linii nosnej polega na wyznaczeniu rozktadu predkosci indukowanej wzdhuz tej linu
(przedniej krawedzi powierzchni wirowej). Zaklada si¢ nastepnie, ze calkowitg sil¢
aerodynamiczng mozna wyznaczy¢ sumujac (de facto — calkujgc) udziaty od
poszczegdlnych przekrojow skrzydla (profili), przy czym kazdy przekréj pracuje w
lokalnych warunkach przeptywu wynikajacych z lokalnej wartosci predkosci

indukowanej 1 predkosci strumienia jednorodnego V_ .

Zgodnie ze wzorem Biota-Savarta , infinitezymalny udziat pét-nieskonczonej linii wirowej
wychodzacej z linii no$nej w punkcie (0, y,0) do predkosci indukowanej w punkcie (0, Y,,0)
to
__L7(y)dy

47 (Yo —Y)

dw =

Catkowita predkos¢ indukowana w tym punkcie jest zatem réwna

1 °F I'(y)dy
W =——
(Y,) 4%{/2 oy




Wskutek niejednorodnego rozktadu cyrkulacji wzdhuz rozpietosci skrzydia, efektywny
kat natarcia dla poszczegdlnych profili skrzydta jest funkcjg wspotrzednej y - vide
obrazek.

I D.

Kierunek naplywu ,widziany” przez
profil skrzydta dla y =y, jest obrécony

w Kierunku zgodnie zegarowym o kat
Indukowany réwny

a;(Y,) =atan[-w(y,)/V..]

Dla matych wartosci predkosci indukowanej mozemy napisa¢ wzor ...

e WO _ 1 Iy
170 V, 4nV, . yo-y




Roznice pomiedzy geometrycznym katem natarcia a kagtem indukowanym nazywamy

efektywnym katem natarcia (na ogot jest on funkcja wspotrzednej y, ) :
Qe =A— 0,

Dla matych katow natarcia mozna przyjac¢, ze lokalny wspotczynnik sity nosnej jest
proporcjonalny do efektywnego kata natarcia

C|_ (yo) — aoo[aeff (yo) — ao(yo)]

gdzie a,, oznacza nachylenie charakterystyki sity nosnej dla profilu skrzydta, a o to

kat natarcia odpowiadajacy zerowej sile nosne;.

Jezeli wykorzystamy teorie cienkiego profilu to a8 =27. Jesli ma miejsce skrecenie
aerodynamiczne i/lub geometryczne skrzydta to — na ogét - o, =, (Y,).




Zgodnie z teorig przeptywu potencjalnego, liniowa gestos¢ sity nosnej rozwinietej na
skrzydle moze by¢ obliczona we wzoru Kutty-Zukowskiego

L'(yo) — %poovogcl_(yO)C(yO) — poovoor(yO)

gdzie C(Y,) to dlugos¢ cigciwy profilu skrzydta dla y =Y,. Wynika stad, ze lokalny

wspotczynnik sity nosnej jest rowny

_ 21°(Y,)
VooC(yO)

c, (Y)

Przyjmujac (zgodnie z teorig cienkiego profilu), ze a_,=2x, lokalna warto$¢

efektywnego kata natarcia moze by¢ zatem wyrazona wzorem




Wreszcie, suma efektywnego kata natarcia o (Y,) 1 kata indukowanego ¢;(Y,) to

geometryczny kat natarcia profilu skrzydla w przekroju y =y,. Z uwagi na ewentualne

skrecenie geometryczne skrzydla kat ten moze by¢ zmienny wzdhuz rozpigtosci, tj.

a=a(y,).

Powyzszy fakt prowadzi — przy wykorzystaniu wczesniejszych zwigzkow — CO
podstawowego réwnania rézniczkowo-caltkowego teorii linii nosnej

r(y,) . 1 °f C(y)dy
V.e(Yy) 4nV, f, Yo=Y

=a(Yo) —ay(Yo)

Niewiadomg w tym rownaniu jest rozktad cyrkulacji /"= 7"(y,). Po wyznaczeniu tego

rozktadu, sit¢ nosng wyznaczamy ze wzoru

b/2 b/2

L= | L(ydy=p.V., | I'(y)dy

—b/2 —b/2




b/2
Wspodtczynnik sity nos$nej na skrzydle C = qLS :VZS J I"(y)dy
0 0= —p/2

W wyniku indukcji sladu wirowego efektywny kat naplywu w poszczegdlnych
przekrojach skrzydta ulegl zmianie w taki sposob, ze pojawia si¢ skladowa sity
aerodynamicznej na kierunek strumienia niezaburzonego. Skladowa ta nosi nazwe
oporu indukowanego.

Przyjmujgc, ze kat indukowany jest niewielki, gestos¢ liniowa sily oporu
indukowanego wyraza si¢ Wzorem

Catkowity opor indukowany skrzydia wyraza si¢ zatem nast¢pujaca calka

b/2 b/2

D= | LMa(y)dy=pN.. [ I'(y)es(y)dy

—b/2 —b/2




Definiujemy rowniez wspolczynnik oporu indukowanego

Di 2 b/2 d
CDi = qooS —VooS _t!;zr(y)ai(y) y




Eliptyczny rozklad cyrkulacji

Rozwazmy wazny przypadek szczegdlny rozktadu curkulacji wzdhluz rozpigtosci
skrzydta, a mianowicie niech

ro=roi-(2)

czyli

()= oV Fofi-(2)

47, y

Mamy ["(y):— o’ \/1—4y2/b2

Stad, predkos¢ indukowana wyraza si¢ wzorem

w(y) =L bf r'(ydy I, °f y dy
AT g YooV D g (y, — y)I-4y? b2
b2 Yo b2(Yg—Y) y




Zastosujemy zamian¢ zmiennych

y=3bcos¢d , dy=—3bsingdd

Wowczas, wykorzystujac jeden z wariantow catki Glauerta (vide Wyktad nr 3),
otrzymujemy

Iyt cosé I
g,)=——0 do=-2o
W() 27Z'b-([C086’—COS€O 2b

WNIOSEK: dla eliptycznego rozkladu cyrkulacji predkos¢ indukowana jest stala

wzdluz rozpietosci skrzydla.

. e A
Kat 1ndukowany, rowniez staly, to O =—

V.  2bV.

Sita nosna odpowiadajaca eliptycznemu rozktadowi cyrkulacji to:

b/2 T
L=pNTy | J1-4y?/b?dy=p,V, ;3 [sin?0d0=47p, NI b
—b/2 0




Maksymalna wartos¢ cyrkulacji /|, zwigzana jest z sila nosna wzorem

4L
I =
o V. b
Z drugiej strony
L=3p,V2SC,
Zatem
2V SC
[=—=2""L
0 b

1 kat indukowany mozna wyrazi¢ wzorem

. I, 2,5C, 1 SC,
' 2bV, b 2bV, b2

b2

Wprowadzmy wielko$¢ zwang wydluzeniem skrzydla wzorem A= 5




Kat indukowany dla rozktadu eliptycznego wyraza si¢ teraz prostym wzorem

aC
%

Obliczmy dalej wspélczynnik oporu indukowanego ...

2a; °F 20 moil' b 7b C, 2V,SC
Co == | 7'(y)d sinc9dg=""0"= L 2 0oL
DTV S _J,Z Y)dy =<5 zj n NS  NSzA b

Po oczywistych uproszczeniach otrzymujemy wazng formuie

_C
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C




Zatozmy brak skrecenia geometrycznego i aerodynamicznego. Wowczas katy o |
o, nie zmieniajg si¢ wzdluz rozpigtosci skrzydta. Pokazalismy, ze dla eliptycznego
rozktadu cyrkulacji kgt indukowany ¢, jest rowniez staly. Wynika stad, ze efektywny

kat natarcia ¢ jest w kazdym przekroju skrzydta ten sam, a w konsekwenc;ji staty jest

rowniez lokalny wspotczynnik sity nosnej ¢, =a_ (o —,_,)-

Poniewaz
L'(y) =c_g.c(y)
to
_L'(y) 2r(y N
c(y)= cq oV, r(y)

WNIOSEK: Cieciwa skrzydla (bez skrecen) o eliptycznym rozkladzie cyrkulacji
zmienia si¢ wzdluz rozpigtosct wg tej samej reguty co cyrkulacja. Zatem skrzydlo to
ma eliptyczny obrys!




Z elliptical I'=I"(y)

Wg teorii linii nosnej skrzydlo o obrysie eliptycznym charakteryzuje sie
eliptycznym rozkladem cyrkulacji (obciazenia)




Ogolny rozklad obciazenia

W celu okreslenia parametrow opltywu skrzydita w przypadku ogélnym postuzymy sie
ponownie zamiang wspotrzednych

y=—3bcosé , 0€[0,x]

Opis rozkladu eliptycznego przyymuje szczegolnie prosta forme

I(0)=1I,N1—cos’@ =1I,siné

Naturalnym uogolnieniem jest formuta
r'@)=2V,b) Asinng
n=1

Potrzebna bedzie pochodna ...

o0

d/”_d/"dé@ — do
dy = do dy_zvoob dynZ:;”AhCOS”H




Podstawowe rownanie teorii linii nosnej przyymuje postac ...

a(@o)—ao(ﬁo)—ﬂc(e)iﬁhsmné’+ ZnAhj cosnd dé

COS¢—Ccos b,

Jak widac¢, ponownie pojawila sie catka Glauerta

r cosnd zsinng,
| do="="
» COS & —C0s G, sin g,

Rownanie teorii linii nosnej upraszcza si¢ do postaci

(8,) - g (6) = C(e)iﬁhsmne +1i oA SINNG

lub - po obcieciu szeregdéw do sum skonczonych - do ...

a(8,)—ay(6,) = C(H)thsmne +1i oA SINNG




Standardowe postepowanie polega na zazadaniu, aby powyzsze rownanie byto
spetnione w N réznych punktach 6, €[0,7], m=1..,N . Takie podejscie
nazywamy metoda kolokacyjng. Otrzymany w ten sposob ukiad liniowy
rozwigzujemy wzgledem niewiadomym wspotczynnikow {A, A,,..., Ay} Np. metoda
eliminacji Gaussa.

Po wyznaczeniu wspotczynnikow funkcja /7°(6) jest juz znana (w przyblizeniu) i

mozemy przejs¢ do obliczania wspotczynnikow aerodynamicznych. Mamy

- 2 b/2 _2b2 N - _
C, —\K—!'/Zf(y)dy—TnZ:;quO sinn@sin6d o

/2 , n=1

Ma miejsce wlasno$¢ ortogonalnosci j:sin n@sindd o = { 0 N1

2
wobec czego C =x Ai% =ArA




Widzimy, ze wspolczynnik sily nosnej jest zdeterminowany wylacznie przez
pierwszy wspolczynnik szeregu opisujacego rozklad cyrkulacji!

Obliczenie oporu indukowanego jest bardziej ztozone. Mamy

b/2
2

—b/2

I'(Y)a (y)dy_TTa (8)sin 9{ A15|n n@}d&’

Potrzebujemy wyrazenia okreslajacego zalezno$¢ kata indukowanego ¢; od
wspoOtrzednej 6 , a mianowicie

0 =

b/2
1 jf(y)dy 1an{

7 coshé N sinn@
dé|=> n 0
47V, o _po YooY A j } Z “

0 cosd—cosd, ) sin g,

Formuta dla wspoiczynnika oporu indukowanego moze by¢ zapisana nastepujaco ...




Cp = Zgz [sing ikﬁk sin k‘ﬂ{z,bhsm n@}

0 | k=1

T

2b% < i -
=5 > KA A, |sink@sinngd
k,n=1

0

Ponownie, wykorzystujagc wiasnos¢ ortogonalnosci modow sinusowych Fouriera

0 , k=m

jsin k@sin né’dez{l
) 57T, K=m

sprowadzamy wzor dla wspdtczynnika oporu indukowanego do postaci

_2b27T 5 2 _ \ 2 _ 2 \ 2\ _ 2 N
C, _TonA‘ =AY NAT = A(A+ D nA) = AA |1+ ) n
! n=1 n=1 n=2




Mozemy napisac zwiezle

_C! _C
_ﬂ—A(1+5)—%

Co

gdzie

Zauwazmy, ze 0 >0, zatem

C <C

D sk.eliptyczne Dilinne

czyli skrzydlo eliptyczne ma (teoretycznie)
najnizszy opor indukowany!




Skrzydta trapezoidalne tatwiej skonstruowac¢, a ich wilasnosci sg zblizone do
eliptycznych jesli tylko zbiezno$¢ (and. taper ratio), czyli stosunek c, .. /C, jest
wlasciwa. Okazuje si¢, ze w szerokim zakresie wydhuzen (A=4-+10), najmniejsze
wartos$ci parametru 6 uzyskiwane sg dla wartosci ¢, . /C, ok. 0.3.
Znaczenie maja rowniez inne aspekty, w szczegolnosci jak przebiega oderwanie
przy duzych katach natarcia, a takze przebieg momentu gnacego.

I |
|
dc '
1= (G2). g
ptat trapezowy
o ostatymprofilu |

0,2
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L: Postacie obszarow oderwania na skrzydtach o r6znych obrysach.

P: Rozktad obcigzenia wzdhuz rozpigtosci skrzydia (tylko A1 i A3 sa niezerowe) 0raz zaleznos¢
parametru Oswalda od momenty gnacego (z ,,Understanding Aerodynamics” D. McLean, Wiley 2013).




Wplyw skonczonego wydluzenia na charakterystyke sily nosnej

Skonczone wydtuzenie powoduje nie tylko pojawienie si¢ oporu indukowanego, ale
réwniez zmienia nachylenie liniowej czesci charakterystyki C, =C, ().

Oznaczmy:
dc,
a, = do - nachylenie charakterystyki sity no$nej dla profilu skrzydta ( A =0)
04
dC,
a,= do - nachylenie charakterystyki sity nosnej dla skrzydta 3D (A < o0)

O = /
/

A=o0 A<o0
Ta sama warto$S¢ wspolczynnika sily nosnej osiagana jest przy wiekszej wartosci
geometrycznego kata natarcia!

d




Mamy ...
C, =a,(a—q;)+const

Zatem dla skrzydta eliptycznego

C
C, =a,(x _72'_/Ll) +const

czyli
¢, _, - &
daa 4 1+a,/zA

Dla skrzydet o obrusach innych niz eliptyczny mozemy napisa¢ zaleznos¢

q - a,
A~ T+ (@, /2 A) A+ 7)

Parametr korygujacy 7 przyjmuje typowo wartosci w przedziale [0.05, 0.25]. Jego
warto$¢ moze by¢ wyrazona przez wspotczynniki rozktadu cyrkulacji {A, A,..., Ay }-




