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Linie Macha

Do tej pory, rozwazaliSmy problemy dynamiki gazu, ktére sprowadzaty sie do
zagadnienia jednowymiarowego. W tej czesci zostang przedstawione zjawiska i
problemy w przeptywach dwu i tréjwymiarowych.

Wyobrazmy sobie zrédto niewielkich zaburzen poruszajace sie z predkoscia u.
Zaburzenia te rozprzestrzeniaja sie z predkoscia dzwieku c i s3 na tyle stabe, ze
nie powoduja istotnych zmian stanu gazu (np. fale akustyczne).

u<cczyli M <1 u=cczyli M =1 u>cczyli M >1
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Linie Macha c.d.

linia Macha

W przeptywie naddzwiekowym, kat nachyle-
nia lini Macha moze by¢ wyznaczony z zalez-
nosci:

. (c . 1
W = arcsin (a) = arcsin (M) (1.1)

zrédto zaburzen

Linie fali Macha ograniczaja strefy wptywu i
zaleznoéci.

— stan gazu w punkcie P moze wptywacé
NS na stan gazu w S

— stan gazu w punkcie R moze zaleze¢ od
stanu gazu w S

. » ) — stan gazu w punkIC|e Q_ nie V\{p’{ywa.na

‘ zrédto zaburzen stan gazu w S ani od niego nie zalezy
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Skos$na fala uderzeniowa }




POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Skosna fala uderzeniowa

W naddzwiekowym przeptywie 2D obok prostych fal uderzeniowych wystepuja
skosne fale uderzeniowe. Pojawiajg sie one gdy kierunek przeptywu zostanie nagle
zmieniony o pewien kat 6. Sytuacja taka wystepuje np. przy optywie naroza
wklestego.

Geometria skosnej fali uderzeniowej.
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Skosna fala uderzeniowa c.d.

Dla uderzeniowej fali skosnej mozna sformutowaé prawa zachowania w nastepu-
jacy sposéb:

Réwnanie ciggtosci:

Réwnanie energii catkowite;j:

1

Réwnanie pedu: j{pv(v -n)dl = fjfpn dr
r r
f



POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Skosna fala uderzeniowa c.d.

Catki dla fragmentéw powierzchni GE i HF oraz EC i F'D we wszystkich réwa-
naniach kasuja sie wzajemnie. W dalszym ciggu nalezy uwzgledni¢ kontrybucje
od powierzchni GH i CD. Pole powierzchni GH i CD jest réwne A.

Réwnanie ciagtosci:

—plulA =+ pQUQA =0 i p1uU1 = p2u2 (21)
——— N —
GH CD

Réwnanie pedu w kierunku stycznym do fali:

Skfadowa w kierunku stycznym do fali dla wektoréw normalnych powierzchni
GH i CD jest rébwna 0. Catki zwigzane z ci$nieniem sg wiec réwne 0:

(11)
—pruiwi + pouswz =0 —  prugwi = pauwz ——= W] = W2
———— ——

GH CD
(2.2)
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Skosna fala uderzeniowa c.d.

Réwnanie pedu w kierunku normalnym do fali:

—pUIA —piA + poui +p2 A = piud +pr = paul + po (2.3)

GH CD

Réwnanie energii:

2 2 2 2
ul +w us5 + w
—p1u1 (61 + 121> A—uip1A + pauz (62 + 222> A+ uzprA =0
GH cD
Korzystajac z réwnania ciagtosci (1.1):
2 2 2 2
goabruitwl o pe witwd
P1 2 P2 2
Poniewaz wy = w2 (1.2):
2 2 2 2
b1 ui D2 Uz Uy Uz
=4 == = 4+ = h — =h —= 2.4
e1+p1—|—2 e2+p2+2 - 1+ 5 2t 5 (2.4)
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Skosna fala uderzeniowa c.d.

Réwnania, ktére otrzymalismy (1.1), (1.3) i (1.4) s3 tozsame z réwnaniami dla
fali prostej napisanymi w kierunku normalnym do fali skosnej. Mozna, wiec wy-
korzysta¢ wyprowadzone wczeéniej zaleznosci:

24 (k—1) M2,

2 —
Man = 3% M2, —(k—1) (25)
P2 _ U1 _ (k+1) M7, (2.6)
pP1 U2 2+(k71) Mlzn '
P2 2 k 2
=14 (Mi, -1 2.7
oty ) (27)
Na podstawie zalezno$ci trygonometrycznych:
U U t -0 U
Y gs) M _gp-p - BEH w4

w1 we tg(6) u1
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Skosna fala uderzeniowa c.d.

Na podstawie réwnan (1.6), (1.8) i zaleznosci M1, = M, sin(3) otrzymamy:

tg(B —0) _ 24 (k—1) M7 sin*(B)
tg(83) (k+1) M} sin®(3)

Powyzsze réwanie mozna przeksztatci¢ tak aby dostac jawna zalezno$¢ na 0:

(2.9)

M3} sin?(8) — 1
M2 (k+ cos(28)) + 2

tg(0) = 2ctg(B) (2.10)

Réwnanie to jest znane jako réwnanie 0-(-M.



A
&

POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Skosna fala uderzeniowa c.d.

Korzystajac z:
Moz, = M> sin(8 — 6) My, = M> sin(p) (2.11)

oraz (1.5), (1.7) i (1.6) mozna wyprowadzi¢ zaleznosci liczbe Macha i na zmiane
ci$nienia i gestosci:

1 2+ (k — 1) M7 sin?(B)

= sin?(B —6) 2 k M2 sin?(8) — (k— 1) (212)
p2 _ (k+1) M7 sin?(B)

p1 2+ (k—1) M7 sin®() (2.13)
=1+ kz—fl (M2 sin?(B) — 1) (2.14)

Jedli 3 jest réwne 7 /2, powyzsze r-a s3 tozsame z r-mi dla prostej fali uderze-
niowej.



Shock wave angle, p (deg)
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Skosna fala uderzeniowa - réwnanie 6-3-M
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Skosna fala uderzeniowa - réwnanie 0-3-M c.d.

Przyktad:
]
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Shock wave angle, ¢ (deg)
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Deflection angle, 0 (deg)

Zatézmy, ze My = 3 i kat naroza 6 = 25°. Otrzymamy wtedy dwa mozliwe
nachylenia fali uderzeniowej 3: A (odpowiada fali stabej) i B (odpowiada fali
silnej). Dodatkowo z wykresu mozna odczyta¢ maksymalny kat naroza 0.q. dla
ktérego pojawi sie skosna fala uderzeniowa (C).
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Biegunowa fali w ptaszczyznie hodografu predkosci
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Staba i silna skosna fala uderzeniowa

Réwnania zachowania dopuszczaja istnienie dwdch skoénych fal uderzeniowych:
stabej i silnej.

—
=
silna fala

01 < 02 < amaz

staba fala — Byeak < Bmaz, M2 > 1 za wyjatkiem obszaru w poblizu 0,45
silna fala — ﬁst?"ong > ﬁmaw; M, <1

Zmiana parametréw stanu gazu p2/p1, p2/p1, T2/T1 i s2 — s1 jest wicksza dla
fali silnej.

Gdy 6 — 0 to Bstrong — 7/2 oraz Byeak — p = arcsin(1/Mi)
Gdy 9 = emaz to ﬁst'rong - ﬁweak - ﬂmaz

W rzeczywistych przeptywach, gdy 0 < 0,,.. wystepuja stabe fale uderze-
niowe.
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Odsunieta fala uderzeniowa
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Odsunieta fala uderzeniowa c.d.

(a) (b) (c)
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Przeptyw wokél zaokraglonego naroza - M., = 3

Rozktad cisnienia Rozktad liczby Macha



POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Przeptyw wokél zaokraglonego naroza - M., = 3

Rozktad entropii Rozktad zmiany temperatury - T'/Ts
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Gtadkie naroze wkleste

Aby przeanalizowaé przeptyw gtadkiego naroza wklestego o koricowym nachyleniu
0 (c) mozemy wyobrazi¢ sobie naroze ztozone z N narozy dla ktérych A6 = 0/N
gdzie N — oo (b).

M

(a)

My

(c)
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Gtadkie naroze wkleste

Interesuje nas zmiana entropii (ci$nienia catkowitego) w poréwnaniu z pojedyncza
skos$na fala uderzeniows.

Poniewaz dla pojedynczego naroza A6 — 0 to
[ — p. Wygodnie jest wigc skorzystaé z podsta-
wienia 8 = p + 6. Jedli wiec Ad — 0 to:

tg(Af) =~ Af

0—0

sin(d) ~ tg(d) ~ ¢ (2.15)
cos(d) = 1
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Gtadkie naroze wkleste c.d.

Zmiana entropii przy przejsciu przez sko$ng fale uderzeniowa:

k
ASZSQ—slziln bz (A1 =
kE—1 p1 \ p2

2k

B
- E+1

k—1

{1+

2 . 2 —k
(M7 sin (B)_I)H (k +1) M3 sin (%] ]

2+ (k — 1) M? sin®(
(2.16)

Aby uprosci¢ powyzsze wyrazenie skorzystamy z zatozenia ze dla 6 — 0
Mi,, — 1. Mozemy wiec r-e (1.16) rozwinaé w szereg Taylora (wzgledem
Mg, —1):

As= "E(k D (M2 sin?(8) — 1)° + O (M2 sin®(8) - 1)) (217)

2k(k-1)
3 (k+1)2
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Gtadkie naroze wkleste c.d.

Wyznaczmy jak zmienia sie 8 w zaleznosci od 6. W tym celu korzystamy z
(1.10) i przyblizen (1.15). Otrzymane r-e nalezy przeksztatci¢ tak aby otrzymac
zalezno$¢ na § i rozwinagé w szereg Taylora:

(k+1) ]‘1412 AO+O(MP)  (2.18)

. 1 1
ﬂ-u—i—&-aurcsm(ﬁl)—+-Z ]\/[1277

Przyblizong zalezno$¢ na kat 8 mozna podstawi¢ do (1.17). Po rozwinieciu w
szereg otrzymamy:

6 (1.2
Ao L EMP (K 1)

= AG® + O(AG* (2.19)
12 /(Mg - 1)3 (39
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Gtadkie naroze wkleste c.d.

Dla naroza z N zatamaniami:

3 0\? 1 3
As~NAG =N (N) = (2.20)
Dla pojedynczego naroza (N = 1):
As ~ 6° (2.21)

1072

00 2 4 6 8 10 12 14
0 (deg)

Wykres otrzymany dla M; = 2 i rozwinigcia w szereg z doktadnoscia O(AQH)
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Optyw stozka
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Fale rozrzedzeniowe J




POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Optyw naroza wypuktego

Dla naddzwiekowego optywu naroza wypuktego mozna sformutowac r-a zachowa-
nia jak dla naroza wklestego. Podobnie jak dla prostej fali uderzeniowej, jednym
z rozwigzan jest rozrzedzeniowa fala uderzeniowa. Dla takiej fali As < 0 wiec
rozwigzanie to jest niefizyczne.

Alternatywnym rozwigzaniem jest przemiana izentropowa w ktérej pojawia sie
wachlarz fal rozrzedzeniowych.
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Fale rozrzedzeniowe

Analize optywu naroza wypuktego mozna przeprowadzié¢ podobnie jak dla optywu
gtadkiego naroza wklestego.

Rozwazmy, jak zmieni sie przeptyw dla naroza o kacie df — 0. Z naroza mozna
poprowadzi¢ linie Macha po przejsciu ktérej nastepuje zmiana kierunku przepty-
wu. Geometrie optywu mozna przedstawié nastepujaco:
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Fale rozrzedzeniowe c.d.

Podobnie, jak dla skosnej fali uderzeniowej, predkosci w kierunku stycznym musza
by¢ takie same:

- V+dV  cos(u)
(V+4dV) cos(pu+ df) =V cos(p) V" cos(i+ dO) (3.1)
V+dv cos(p) (3.2)
V" cos(u) cos(df) — sin(u) sin(d6) '
Dla df — 0 mozna zatozy¢: cos(df) ~ 1, sin(df) = tg(df) ~ db
av cos(u) _ 1 _

T ot (0 @~ T taG s~ L EW @ (33
ta() = 220 ] (34)

cos(u) — VAP =1
Po podstawieniu (2.4) do (2.3) otrzymamy:

o= /M2 —1 % (3.5)
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Fale rozrzedzeniowe c.d.

Aby otrzymaé funkcje wigzaca zmiane liczby Macha z duzym katem odchylenia
6, nalezy scatkowac (2.5):

/d@—/ m% (3.6)

Konieczne jest przeksztatcenie prawej strony tak by byta funkcja tylko liczby
Macha:
dV. dM dc

V=Mc — dV=dMc+Mde — 7:ﬁ-i—? (3.7)

Z zaleznosci dla przemiany izentropowej:
1
co\? To _ E—1, 5 B ( k-1 2)*5
(c)_T_H M = e=c (14 5-M
de k-1 E—1_ o\7!
—=—-—M (1+ —M .
c 2 ( + 2 ) (38)
Po podstawieniu (2.7) i (2.8) do (2.6) otrzymamy:

/ o = /M2 — 1)]\142 dM (3.9)
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Fale rozrzedzeniowe - funkcja Prandtla-Meyera

Na podstawie r-a (2.9) mozna wprowadzi¢ funkcje:

V(M) :/72m

-1 M (3.10)

Po scatkowaniu otrzymamy algebraiczng postaé:

k+1 k—1
v(M) kzi—l arct M(M2—1)] —arctg( M2—1>
Funkcja ta nosi nazwe funkcji Prandtla-Meyera (3.11)

Aby rozwigzaé problem optywu naroza o znanym kacie 6 i liczbie Macha M;,
nalezy rozwiaza¢ nieliniowe réwnanie na nieznang warto$¢ Ms:

0 = v(M) — v(My) (3.12)

Znajac M2 mozna wyznaczy¢ parametry stanu korzystajac z zaleznosci dla prze-
miany izentropowej.
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Funkcja Prandtla-Meyera w ptaszczyznie hodografu predkosci

u/cs
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Funkcja Prandtla-Meyera

Przy wyprowadzaniu funkcji Prandtla-Meyera nie byty przyjmowane zadne zato-
zenia dot. znaku d#.

Funkcja ta opisuje wiec nie tylko przeptyw dla dowolnego naroza wypuktego ale
réwniez dla naroza wklestego jesli jest to przeptyw izentropowy (np. dla gtadkich
narozy).
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Podsumowanie

prosta fala uderzeniowa — Wektor predkosci jest prostopadty do fali; M2 < M,
i My <1;p2>p1; As>0

skosna fala uderzeniowa — Wektor predkosci nie jest prostopadty do fali; po
przejsciu przez fale wektor predkosci zmienia kierunek o kat 0; My < Mj; dla
wiekszoéci przypadkéw Mz > 1; p2 > p1; As >0

fale rozrzedzeniowe — Wystepuje jako wachlarz charakterystyk; po przejsciu
przez wachlarz wektor predkosci zmienia kierunek o kat 6; Ms > Mi; p2 < p1;
As=0

linia poslizgu — Pokrywa sie z linig pradu; rozdziela obszary o réznych predko-
s’ciach; M2 # Ml; P2 = p1
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POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Podwadjne naroze wkleste

Dla naroza podwdjnego pojawiaja sie dwie zbierzne fale skosne (AB) i (BC). Fale
te facza sie tworzac jedna fale (AE). Fala (AE) jest silniejsza niz fale (AB) i (BC)
wiec Mg < Mc. Pojawia sie linia poslizgu (ED). Pomiedzy E i D nie moze byé
skoku cisnienia (pc # pg) wiec linia poslizgu tuz za falg nie jest réwnolegta do
brzegu. Pojawia sie wiec nowa fala (CD) ktéra odbija sie od brzegu. W zaleznosci
od parametréw i geometrii fala (CD) moze by¢ zgeszczeniowa lub rozrzedzeniowa.
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Odbita skosna fala uderzeniowa
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Ptaska ptytka
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Przyktad:
Optyw ptytki dla kata natarcia o = 10°, Moo =2 i poo =1

Ma = Mo =2, pa = poc = 2

Mp = 2.385, pp = 0.548 Mc = 1.641, pc = 1.707
Mp = 1.985, pp = 1.001 Mg = 1.989, pg = 1.001
B =0.028°

Cr =0.408, Cp = 0.0719

A
&



A
&

POLITECHNIKA WARSZAWSKA - wydz. Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa
Ptaska ptytka

Schemat uktadu charakterystyk pojawigcych sie wokdt ptaskiej ptytki w przepty-
wie naddZzwiekowym.
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