WY KLAD 2

APROKSYMACJA WIELOMIANOWA |
ZAGADNIENIE NAJMNIEJSZYCH
KWADRATOW




Sformulowanie zagadnienia aproksymacji w sensie najmniejszych
kwadratow

Rozwazmy zbior punktow (we¢zldw) na plaszczyznie
{(xk,yk), k=0,..,m}

W typowym zadaniu aproksymacji liczba weztow m
moze by¢ znaczna, totez standardowa interpolacja
niec jest dobrym = pomystem.  Wielomian
Interpolacyjny (wysokiego stopnia) bedzie mial
silnie oscylacyjny charakter, a jego posta¢ bedzie
niestychanie wrazliwa na mate bledy w danych

wejsciowych.

Zastosujemy inne podejscie. Naszym celem jest znalezienie funkcji, ktorej przebieg
uchwyci ,,0g0lny trend” zmiennosci w zbiorze zadanych punktéw (czerwona linia na
wykresie), a wykres tej funkcji jest — w odpowiednio okreslonym sensie — najblizszy
punktom tego zbioru.

Bedziemy poszukiwaé tej funkcji w postaci kombinacji liniowej z gory okreslonych
funkcji bazowych (np. pewnych wielomianow) {¢, (x), k =0,..,n}

£ (X) = 9, (X) + 8,60, (X) .+ 3,0, (x) = 2,00, (X)

j=0




Potrzebne jest kryterium wg ktorego okreslimy warto$¢ nieznanych wspotczynnikow
{a,, J=01..,n}. W zagadnieniu aproksymacji w sensie najmniejszych kwadratow

dazymy do zminimalizowania nastepujacej wielkosci

R=R(a,a,....3,) = Z[f(xk) Yk] —Z[Za%(xk) Yk] = min

k=0 j=0

Warunkiem koniecznym istnienia minimum jest jednoczesne znikanie pochodnych
czastkowych pierwszego rzedu

R

=0, 1=0,..,n
8a

Warunki te prowadzg do liniowego uktadu rownan dla wspotczynnikow {a;, j =0,..,n}

a—a—ziw.(x{zaw,(x) yk} =01,
U
S 0050, (x)]a, —Zykco.(x )

j=0 k=0




Otrzymany uktad réwnan liniowych mozna zapisa¢ w formie macierzowo-wektorowej

Ma =z
gdzie
Mij:kz_(;gpi(xk)goj(xk):Mji , 1,]=01.,n
a=[a,,a,..a,]
Zi:ZYk¢i(Xk) , 1=0,1.,n
k=0

W szczegolnosci, w roli funkcji bazowych mozemy przyjac jednomiany
2 (X) =L o(X) =X, .., 0;(X) =%, ..., 0, (X) =X"

Wowczas elementy macierzy M i wektora prawych stron z maja nastepujaca forme

My=>x"7 , i,j=01.n, z=>yx ., i=01.n
=0 =0




Zauwazmy, ze macierz M mozna wyrazi¢ jako nast¢pujacy iloczyn
M=W"W

przy czym element macierzy W s3 dane wzorami

W, =x' , k

J

0,...m, j=0,..n
Istotnie, dowodzi tego nastepujgcy rachunek

(WTW), = 2 OW), (W), =D (W), (W), =D i = (M),
Ponadto, wektor prawych stron moze by¢ przedstawiony w postaci

Z :WTy , Y :[y(); Yiree ym]T

Szczegodlna posta¢ uktadu rownan nie jest przypadkiem 1| wynika z faktu, ze zagadnienie
aproksymacji w sensie najmniejszych kwadratow moze by¢ interpretowane jako
nadokreslone zagadnienie interpolacji.




Przyjrzyjmy si¢ blizej problemowi liniowego zagadnienia nadokreslonego. Jest to taki
uktad réwnan liniowych, w ktérym liczba rownan jest wieksza niz liczba niewiadomych

Ax=Db , dim(A)=(m,n) , m>n

Macierz wspolczynnikow A jest macierzg prostokatng (ma wigcej wierszy niz kolumn).
Typowo, uklad nadokreslony jest sprzeczny, tj. nie istnieje w R" wektor x taki, ze
wszystkie rownania uktadu sg jednoczesnie spetnione.

Postawimy zadanie wyznaczenia ,,rozwigzania” ukltadu nadokreslonego w innym, nieco
bardziej ,liberalnym” sensie. Mianowicie, zadowolimy si¢ takim wektorem x, dla
ktorego dlugos¢ wektora

r=b—-AX

jest najmniejsza. Innymi stowy, staramy si¢ wybra¢ taki wektor X, ze wielko$¢

= ot

jest najmniejsza.




Potrzebne beg¢dzie nam pojecie zakresu (pola) macierzy. Zakresem macierzy A
(prostokatnej o wymiarach (m,n)) nazywamy zbiér w R™ oznaczany range(A) i taki, ze

range(A) ={y e R":y=Ax,xeR"}

Widzimy, ze zakres A to po prostu zbior warto$ci przeksztalcenia liniowego z R" do R™
zadanego przez te macierz. Zbior ten jest podprzestrzenia liniowa w R™.

Drugim waznym pojeciem jest jadro macierzy (przestrzen zerowa). W naszym

zastosowaniu potrzebujemy odwotaé si¢ do jadra macierzy transponowanej A'. Jest to
zbidr wektorow (de facto podprzestrzen liniowa w R™) zdefiniowany nastepujaco

ker(A")={yeR":A'y=0eR"}

Wykazemy, ze dowolny wektor z range(A) jest prostopadly (ortogonalny) do kazdego
wektora z ker(A"), tj. podprzestrzenie te sa ortogonalne, co mozemy zapisaé tak

range(A) Lker(AN) & V¥ vV _(v,w)=)>v,w;=0
=1

verange(A) weker(AT)

Przesledzmy dowod tego waznego stwierdzenia ...




Zauwazmy po pierwsze, ze v erange(A) < R v=Ap
p n

Obliczmy teraz iloczyn skalarny wektora v i dowolnego wektora w z przestrzeni ker(A')

() = (AD.) = 3 (AP) W, = (3.2, Wy = 3232, ,)p, =

j=1 k=1 k=1 j=1

—Z(Za,kw)pk Z(ATW)kpk (p,ATw) =(p,0) =0

k=1 j=1

Otrzymali$my zero co — wobec dowolno$ci wyboru wektorow — dowodzi stwierdzenia.

A Istote zagadnienia najmniejszych
A X, - b AF=b-Ax kwadratow  ilustruje  rysunek.
Zauwazmy, ze wektor residualny r
ma najmniejszg dlugos¢ (norme)
jesli jest wektorem prostopadiym

do range(A). Zgodnie Z

powyzszym stwierdzeniem, wektor
r nalezy zatem do ker(A").




Mozemy zatem napisac

Irll, = /i >’ =min < r Lrange(A) < reker(A")
k=1

U
AT(b-Ax)=0 = ATAx=A"b

Zauwazmy, ze macierz otrzymanego powyzej ukladu liniowego, czyli A'A, jest
kwadratowa o wymiarze n. W teorii macierzy dowodzi si¢, ze macierz ta jest nieosobliwa
jesli tylko rzad macierzy A jest roéwny n (tj. wszystkie jej kolumny traktowane jako m-
wymiarowe wektory sg liniowo niezalezne).

W  kontek$cie zagadnienia aproksymacji wielomianowej w sensie najmniejszych
kwadratow, macierz A=W, a A'A=W'W =M. Mozna powiedzie¢, ze zagadnienie
aproksymacji to w istocie ,,nadokreslone” zagadnienie interpolacji, ktore prowadzi do
nadokreslonego uktadu réwnan postaci Wa =y. Istotnie, mamy bowiem

y,=f(x)=> xfa,.=> W,a, , j=01..m
0 =

Opisany sposob rozwigzania uktadu nadokreslonego (poprzez sprowadzenie go do uktadu
z macierza kwadratowa A'A) nazywamy tez metoda réwnan normalnych.




Metoda wielomianow ortogonalnych

Omoéwimy teraz inng metode rozwigzania zagadnienia aproksymacji wielomianowej,
alternatywna wobec metody rOwnan normalnych. Okaze si¢, ze zagadnienie aproksymacji
mozna rozwigzac¢ wprost, tj. bez rozwigzywania zadnych uktadow rownan!

Dla ustalonego uktadu weztow {(x, Y, ), k=0,..,m} definiujemy (dyskretny) iloczyn
skalarny dwoch funkcji bazowych wzorem

<(0i ’§0j>:: i(oi(xk)%(xk)

Moéwimy, ze uktad funkcji bazowych {@.(X), 1 =0,..,n} jest uktadem ortogonalnym jesli
spelnia on warunki (ortogonalnosci) postaci

(@09;)=0 , i%]

Uzycie w zagadnieniu aproksymacji ortogonalnego uktadu funkcji bazowych jest bardzo
korzystne bowiem macierz M uktadu réwnan normalnych jest czysto diagonalna!

Z(Diz(xk) , =]
3 k=0
0 , 1#]

\




Oznacza to, ze uktad rownan normalnych jest catkowicie ,,rozprzegnigty” . Innymai stowy,
mamy do czynienia w uktadem réwnan, ktorych rozwigzanie jest trywialne, a mianowicie

(er:(”iz(xk)jai:iyk@(xk) . 1=0,..,n

iykqﬁi (%)
i(ﬂiz(xk)

Pozostaje kwestia jak skonstruowac ortogonalny uktad funkcji bazowych dla zadanego
zbioru weztow. Okazuje si¢, ze mozna skonstruowan takg baz¢ wielomianowa.

Procedura konstrukcji tej bazy jest rekursywna. Oznacza to, ze kolejne funkcje
(wielomiany) bazowe bedg zbudowane przy pomocy (dwoch) wielomiandw
skonstruowanych uprzednio. Jasnym jest, ze procedura taka wymaga okreSlenia
,warunkow startowych”, tj. zdefiniowania wprost dwoch pierwszych wielomianow
bazowych, a mianowicie

g, (X)=1 , q(X)=x—-o




Liczba as jest dobrana w taki sposéb, aby wielomiany qq I (; byty:

(0,0 )=0 = Z( ~)=0 = a, = %Z
k=0

k=0

Nastepne wielomiany w sekwencji wyznaczane sg ze wzoru rekurencyjnego postaci
qj+1(x) = X(Q; (x)— x4, (x) _ﬁjqj—l(x)

Przy czym wspotczynniki ;41 1 5 sa wyznaczane w taki sposob, aby nowy wielomian Qs
byt ortogonalny do wielomianow @ 1 j.1:

<qj+1’qj> =0, <qj+11qj_1> =0

Po podstawieniu  formuly rekurencyjnej dla Qj; do warunkéw ortogonalnosci
otrzymujemy prosty do rozwigzania uktad dwoch rownan liniowych z niewiadomymi ;.1
| 5. Uktad ten ma rozwigzanie (sprawdzic!)

ba.a) > 65 (5) (a0 > 4040 (%)
aj+1 _m y j: = = —
<qJ ql> Zq?(xk) <qj—1’qj—1> Zq (%)

k

Il
o




Kluczowym pytaniem jest: jak to si¢ dzieje, ze wymuszenie ortogonalnosci wielomianu
0j+1 wzgledem wielomianow Q; 1 Q;.; gwarantuje, ze <qj+1,qi> =0, 1=01.,)]—-27!

Okazuje sie, ze warunki ortogonalnosci do ,starszych” wielomiandw s3 spelnione
automatycznie. Aby to zrozumie¢, obliczmy iloczyn skalarny wielomianu g;.; 1 dowolnego
wielomianu g;dla i < j—2:

i+1< ]

(0000) = (3,0 ) =ty (0,0) = By (0.0 ) = (030 ) = X 7, (a.0) =0

—— \ - \ ~ p _
0 0 Xg; (x) has =0 for each p<j
order i+1<j

Objasnijmy...

Sktadnik drugi i trzeci sg réwne zero na mocy zalozenia indukcyjnego, ze uklad
wielomianow do numeru | wilacznie jest ortogonalny. Sktadnik pierwszy moze by¢
intepretowany jako iloczyn skalarny wielomianu q; przez pewien wielomian xg;, ktérego
stopien wynosi I+1 i nie przewyzsza |-1. Wielomian ten moze by¢ przedstawiony jako
pewna kombinacja linlowa wczesniej utworzonych wielomianow bazowych
d,,0<p<i+l. Na mocy zalozenia indukcyjnego kazdy z tych wielomianow jest

ortogonalny do wielomianu g;, a zatem i pierwszy sktadnik znika.




Ostateczna forma wielomianu aproksymacyjnego moze by¢ zapisana wzorem

1093 S2v.a,00) / 35 04) 0,09

j=0 | k=0

Uwagi koncowe:

e Bardzo efektywng obliczeniowo 1 numerycznie stabilng metoda obliczania wartosci
wielomianu przedstawionego jako pewna kombinacja liniowa bazowych
wielomianow ortogonalnych 1 skonstruowanych wg reguly rekurencyjne; podat
Clenshaw. Jej opis i implementacje w jezyku C++ mozna znalez¢ z podreczniku
Numerical Recipes in C++, 3" Ed., na stronie 222.

e Aproksymacja w sensie najmniejszych kwadratow za pomocg wielomianu stopnia 1-
szego zwana jest rowniez regresja liniowq.

Cwiczenie domowe: wyprowadzié formuly regresji liniowe;.




