Metoda GMRES (Generalized Minimal Residual)

Cel: wyznaczy¢ przyblizone rozwigzanie uktadu liniowego
AX =D
Macierz wspotczynnikow uktadu jest nieosobliwa i rzadka, poza tym — dowolna.

Przestrzen Krylowa generowana przez wektor V:

A (v) =span iy, Av, A%v,.., A"V} m=12,...

Idea metody GMRES:

W m-tej iteracji wyznaczamy wektor X  taki, ze X € A (D) i

[Fall, = llo = A, |, = min




Zbieznos¢ zagwarantowana dzigki temu, ze
Lb)yc Lb)c..cA (b)c..c L (b)=R"
Realizacja:

W przestrzeni £ tworzymy baze ortonormalng {ql,qz o I }
Zauwazmy, Z¢€:

e Ag e A, ., (b) , k=12,...m
o £(b)={weR":w=0aq,,aeR}, q1:%b,,6’=||b||2

Maja miejsce zwigzki ...

(Aql = h11q1 + h21CI2
qu — h12q1 + hzzqz + h32q2

Aqm—l — hl,m—lql + h2,m—1q2 Tt hm—l,m—lqm—l + hm,m—lqm

Aqm = hl,mql + h2,qu Tt hm—l,mqm—l + h + h

Q m,mqm m+1,mqm+1




W formie macierzowo wektorowe;j ...

1,1 h1,2 hl,m

2.1 hz,z h2,m
Alg a1, =[]0, [Qpa ]| O Mg, -+ Dy,

0 0 hm+1,m_

— _

. Vo
macierz Hessenberga

AQm — Qm+1 Hm

nxn

Zwiezle ...

nxm nx(m+1) (m+1)xm

Poszukujemy wektora X w postaci kombinacji wektoréw bazowych ...

m
Xin :chm = Xy = Zquj
j=1




Obliczamy wektor reszty (residuum)...
=b—Ax, =b—AQ,C, =b—QH,C,
Wykorzystamy nastepujace przedstawienie wektora prawych stron
b= po=pQ,.& ., €= [1’01---’O]T e R™
Po podstawieniu ...

rm — Qm+1(lBel o HmCm) — ”rm”z = ”ﬂel - HmCmHZ

Moral: minimalizacja normy euklidesowej residuum polega na rozwiazaniu z
sensie najmniejszych kwadratow nadokreslonego ukladu liniowego

I_Im("’m :ﬂel

Uktad ten zawiera m+1 rownan z m niewiadomymi.




Pseudokod algorytmu GMRES (wersja ogdlna, tj. wektor startowy jest dowolny)

START: wybierz X, oblicz r, =b— Ax,, potéz o, =1, / § , gdzie ff=|r,||, .
DLAmM=12,...:

y=Aq,
DLA j=1,2,...,m:
hjm = q-Jr y
y=Y-hyq;
KONIEC j
Niiim = Hy\ , s jezeli hy ;=0 przejdz do obliczania X i zakoncz!

qm+1 — y/ hm+1,m
Rozwiaz (w sensie najmniejszych kwadratow) uktad H _c._ = e,
Xm = QmCm + XO
Sprawdz kryterium zbieznosci: jesli spetnione — STOP.
KONIEC m




Komentarze:

1.Kolejne wektory bazy ortonormalne; wyznaczane sg ,,w biegu”. W powyzszym
wariancie zastosowano zmodyfikowany algorytm ortogonalizacji Grama-
Schmidta. W kontek$cie przestrzeni Krylowa proces konstrukcji baz
ortogonalnych nazywamy algorytmem Arnoldiego.

2.Proces ortogonalizacji moze byC¢ oparty na wykorzystaniu metody odbic
(Householdera).

3. W praktycznych implementacjach nadokreslony uktad rownan rozwigzywany jest
,,Sprytnie” tj. przy wykorzystaniu szczegolnej struktury macierzy wspotczynnikow
(macierz Hessenberga).

4.W praktyce ,,obowigzkowe” jest stosowanie preconditioningu. Podobnie jak w
PCGM, preconditioning polega na rozwigzaniu wewnatrz iteracji pomocniczego
uktadu liniowego z macierzg ,,podobng widmowo” do macierzy A.

5. W celu ograniczenia nadmiernego wzrostu liczby wektorow bazowych stosowany
jest tzw. restartowany GMRES.

Szczegoly — np. w monografii Y. Saada pt. ,Iterative methods for sparse linear
systems”, 2-gie wyd., SIAM 2003.




