KINEMATYKA PRZEPLYWOW -
ROZSZERZENIE




CYRKULACJA

Definicja: Cyrkulacja pola wektorowego W wzdtuz (zamknietego) konturu £ nazywamy
catke
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Twierdzenie Kelvina

Zalozenia:

e pole sit objetosciowych T jest polem potencjalnym,

e plyn jest nielepki I barotropowy,

o przeplyw jest ustalony.

Woéwezas: cyrkulacja pola predkosci ® wzdtuz dowolnej linii materialnej £(t) nie zmienia
si¢ w czasie, tj.

$rM)=4 § ot x)-dI=0
£(t)




Dowod:

Poniewaz przeplyw jest z zatozenia barotropowy, a pole sit objetosciowych jest potencjalne,
to mozemy napisa¢ rOwnosci
f=Vo

VP=2Vp

1
J2)

Wobec tego, pole przyspieszenia ptynu (z zatozenia stacjonarnosci ma ono wylgcznie
sktadnik konwekcyjny) moze by¢ wyrazone nastepujaco

a=-Vo=-V(P-@)

W celu obliczenia pochodnej czasowej cyrkulacji wzdluz linii materialnej zastosujemy opis
Lagrange’a. Wowczas, cyrkulacja dana jest wzorem

()= <j> o(t,x)-dl = gﬁ V(t,&)-J(t,&)dl,

£(1) Lo(1)

gdzie J(t,&) = g—g jest macierza Jacobiego transformacji pomiedzy wspotrzednymi Eulera

X i wspétrzednymi Lagrange’a ¢ .




Obliczamy pochodng czasowa funkeji /(1) ...

d d

g $otx)-di=— ¢ V(68 J(t.E)dl= ¢ a(t.)-J(t.E)dl+
t ety S0 £o(t)
+ gﬁ V(t,€)-VV(t,¢) di, = g[> a(t,x)-dl+ 95 V.GV V(&) -dl, =
Lo (t) \:@t\]v(t’é:)i £(t) 5:0 (t) .
calka gradientu vv:z%luz zamknietej petli
=—¢ V(P+®)-dI =0
\ £(1)

Vo

calka rédientu wzdluz
zamknietej petli

W powyzszym rachunku wykorzystalismy rownos¢ 0,J (t,&) =V gV(t, &) .




WIROWOSC

Pole wirowosci zdefiniowane jest jako rotacja pola predkosci, t.
w=roto=Vxo

Definicje:

e Linig wirowa nazywamy lini¢ pola wektorowego wirowosci. Oznacza to, ze w kazdym
punkcie linii wirowej wektor wirowosci jest do tej linii styczny.

e Rurkg wirowg nazywamy obszar ograniczony powierzchnig zbudowang z lini1t wirowych
przeprowadzonych przez wszystkie punkty zamknietej linii (na rysunku oznaczonej
symbolem L).
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Powyzsza definicja

Intensywno§¢ /  rurki wirowej okreS§la strumien wirowosci
przez przekrdé] poprzeczny rurki. Stosujac do dowolnie
wybranego przekroju poprzecznego rurki Twierdzenie Stokesa
mamy

J‘a)-ndcrzcﬁv-dxzf
3 |

Widzimy, ze intensywnos¢ rurki wirowej rowna jest
cyrkulacji pola predkosci wzdluz konturu otaczajacego
rurke.

intensywnosci/cyrkulacji  rurki wirowej] nie zalezy od wyboru

szczegolnego konturu catkowania. Poniewaz pole wirowosci ma zerowa dywergencje,
strumien tego pola przez dowolny przekrdj rurki jest taki sam. Istotnie, rozwazmy segment

rurki wirowej £2 polozony pomiedzy dwoma przekrojami S1i S, . Z Tw. GGO mamy

O=jV-wdx=jw-ndS+jw°ndS+ j w-nds =0
17, 8, S, S
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Zauwazmy, ze calka po powierzchni bocznej obszaru Sgige znika, poniewaz powierzchnia ta
jest ,,utkana” z linii wirowych, a zatem wersor normalny N jest na tej powierzchni prostopadty

do wektora wirowosci.
Zauwazmy rowniez, ze orientacje wersorow na powierzchniach przekrojow rurki S; i Sy sg
przeciwne (zgodnie ze sformutowaniem Tw. GGO, cala powierzchnia obszaru jest

zorientowana zewngtrznie).

Odwracajac zwrot wersora N na S, otrzymujemy wniosek

Sjlw-ndS:SJ;w—nds




TWIERDZENIE (3-CIE) HELMHOLTZA

Zalozmy, ze:
e plyn jest nielepki 1 barotropowy,
e pole sit objetosciowych jest potencjalne.

Woweczas: kazda linia wirowa sktada si¢ z tych samych elementéw ptynu, tj. wszystkie linie
wirowe s3 liniami materialnymi.

Dowod:
Wyznaczymy prawo transformacji wektorow stycznych do dowolnej linii materialnej.

Niech w chwili poczatkowej t = 0 linia materialna bedzie opisana parametrycznie wzorem
|O . £=E&(S). W pozniejszej chwili t > 0 ksztatt tej samej linii materialnej wynika z

dzialania transformacji opisujacej przeptyw 3§, | R 75 E>xeRrR 7, tj.

2 X =X(t,8) =G (S)]

Odpowiadajacg tej deformacji ksztattu transformacje wektoréw stycznych opisuje wzor

7(t,8) =% x(t,5) =& B [E(S)] = [F]t. S(9)] F56(5) = I, €(8)] 74 ()

- V -
macierz Jacobiego




Zapiszmy teraz przyspieszenie ptynu w formie Lamba-Gromeki:
2
=Fv=00+V(Ev)+oxv
Nastepnie, obliczmy rotacje pola przyspieszenia a ...
Vxa=0,(Vxv)+Vx(wxv)
Wykorzystamy teraz nastepujgcg tozsamosé
Vx(pxq)=(a-V) p=(p-V)q+(V-q) p=(V-p)q
ktadac w niej P=m 1 (=0. Otrzymujemy wowczas
Vxa=Sw—(w-V)o+(V-v)ow
Dalej, obliczamy pochodng substancjalng wielkosci @/ p...
D(1 —1D 1 D — 1 . _ . 1 D7) —
ﬁt(;w)—;ﬁw O 5P _E[VX“JF(“) V)o—(V v)w]+5a)v V=

=—pV-v

tVxa+(Lw-V)o




Z rOwnania ruchu 1 przyjetych zatozen wynika, ze pole przyspieszen jest polem potencjalnym,
wobec czego

Vxa=0

Zatem, rownanie dla wielkosci @/ p upraszcza sie do postaci
D(1 —(1,.,.
ﬁt(ﬁw) =($w-V)v
Wprowadzmy pole wektorowe C taki, ze @ = 0 g;‘ C.,1=12,3. Réwnowaznie
j

W= p[]c pJe = Lo=Je
yo,

macierz
Jacobiego

Podstawmy ostatnia rownosé do lewej strony wyprowadzonego wyzej rownia dla pola @/ p

L=§(50)=§0c0.0=7005ct.8)+[§/.ak(t.&) =

=V V(t ¢)

=J(t.&)5C( &)+ VI (t.&)e(t, ) = (t.6)&C(t, &)+ Volt, x(t, )1 (1, )c(t, &)




Prawa strona tego roOwnania moze by¢ zapisana nastepujgco
R=($0-V)v=(Vv);w=(Vov)Jc
Poniewaz dla kazdej pary argumentéw (f,&) mamy L = R, zatem

£c(t,&)=0

czyli c(t,&) =¢(0,¢) = Cy. Innymi stowy, pole wektorowe C jest stale wzdluz trajektorii
elementow plynu.

Zauwazmy, ze dlat = 0 transformacja §, jest identyczno$ciowa, zatem macierz Jacobiego

‘]|t=0:I

Dlatego C, = p—loa)o i, poniewaz C(t)= Cy , prawdziwa jest rownos¢

0, . )




Otrzymana rowno$¢ dowodzi tezy twierdzenia, bowiem ma ona forme¢ transformacji
wektorow stycznych do linii materialnych. Doktadniej: skoro wektor ), / O, Jest styczny do
linii wirowej przechodzacej przez punkt & w chwili t = 0, to z powyzszej rownosci wynika,
ze wektor @/ p jest styczny do obrazu tej linii w chwili t > 0, w punkcie X =, (&). Ale
wektor @/ p jest rowniez styczny do linii wirowej przechodzacej przez tenze punkt X, skad

wynika, ze linie wirowe w chwili poczatkowej sa ,,mapowane” na linie wirowe w
chwilach pozniejszych, czyli sq to linie materialne (poruszajq si¢ razem z plynem).

Skoro linie wirowe s3 materialne, takimi sg rowniez rurki wirowe. Jesli zdefiniujemy
zamkniety kontur na powierzchni ograniczajacej rurke wirowg to bedzie on pozostawat na
powierzchni tej rurki dla dowolnego czasu. Z twierdzenia Kelvina wynika, ze cyrkulacja pola
predkosci dla tego konturu jest stata. W konsekwencji, intensywnos¢ rurki wirowej pozostaje
stala w trakcie jej ruchu i deformacji. Wynika stad, ze ruch wirowy w ptynie nielepkim i
barotropowym, poddanym dziataniu potencjalnego pola sit jest ruchem trwatym (wirowos¢

nie moze powstac¢ ani zniknac).




ROWNANIE TRANSPORTU WIROWOSCI

W mechanice ptynéw pole wirowosci odgrywa bardzo istotng rolg, w szczegolnosct w
objasnieniu zjawiska niestateczno$ci hydrodynamicznej i turbulencji. Wyprowadzimy
rOwnanie opisujace ewolucje tego pola.

Punktem wyjs$cia jest rownanie ruchu ptynu nielepkiego zapisane w formie Lamba-Gromeki
Ow+V(3U)+oxo=—iVp+ f
Stosujac do tego rOwnania operator rotacji otrzymujemy
0w+ Vx(xv)=-Vx($Vp)+Vx f
Sktadnik ciSnieniowy moze by¢ przeksztatcony nastepujaco

Vx(EVp)=V(Z)xVp+iVxVp =—%Vprp
T
0

UWAGA: skladnik ci$nieniowy znika tozsamosciowo, gdy plyn jest barotropowy jako, ze
wowczas gradienty ciSnienia i gestosci sq do siebie rownolegle.




Rownanie transportu wirowosci (RTW) moze by¢ zapisane nastepujgco
0w+ (v-V)w—(w-V)v= —%Vprerfo
lub, wprowadzajac pochodng substancjalng wirowosci

o= \(w-V)vj —%Vprp+ Vx f

rozcigganie ) v ” niepotencjalne
efekt :
rurek wirowych baroklinowy pole si

Zmiana wielkosci wirowosci elementu plynu moze zachodzi¢ na skutek:

e |okalnej deformacji (rozciggania rurek wirowych oraz zmianie ich orientacji w przestrzent).
uktadu linii wirowych zwanej efektem “vortex stretching/tilting”. Uwaza sie, ze jest to
podstawowy mechanizm odpowiedzialny za generacj¢ chaotycznej czasowo-przestrzennej
struktury przeplywow turbulentnych. Sktadnik ,,vortex stretching” znika tozsamo$ciowo w
przeptywach dwuwymiarowych.

e Obecnosci efektow baroklinowych. W przeptywie ptynu baroklinowego, gradienty ciSnienia
| gestoscl sa nierownolegle. Mozna pokazaé, ze w takiej Sytuacji powstaje pole momentu
sity ktore generuje ruch wirowy w ptynie. Efekt ten ma znaczenie w dynamice atmosfery.

e Obecnosci niepotencjalnego pola sil. Taka mozliwos¢ ma znaczenie np. w przypadku
ptynow przewodzacych oddziatujacych z polem elektromagnetycznym.




Dla nielepkiego ptynu barotropowego (w szczegdlnosci — niescis§liwego) rOwnanie wirowoscli
redukuje si¢ do postaci

So=(w-V)v

W przypadku dwuwymiarowym skladnik ,,vortex stretching” znika i RTW przyjmuje
szczegOlnie prosta postac.

D
mw—O

Whiosek: w dwuwymiarowym ruchu nielepkiego plynu barotropowego wirowos¢ jest
zachowana wzdluz trajektorii elementow plynu.

Jezeli ptyn jest lepki, to RTW wyprowadza si¢ poprzez zastosowania operatora rotacji do
rownania Naviera-Stokesa zapisanego w formie Lamba-Gromeki

Ow+V(3U)+oxo=—iVp+viv+ f

Rownanie Transportu Wirowosci przyymuje postac

oiw+(-V)o—(o-V)o=vAw+Vx f




WykorzystaliSmy nastepujacag tozsamos¢ operatorowa
VxAv=Vx[V(V-0)-Vx(Vx0)]|=-Vx(Vxw)=V(V-w)-Vx(Vxw)=Aw
-0

Jezeli pole sit objetosciowych jest potencijalne, to RTW redukuje si¢ do postaci
0w+ - V)o—(0-V)o=v Aw
lub, rownowaznie

Fo=(0w-V)v+viw

Czton z lepkoscia opisuje dyfuzje wirowosci zwigzana z lepkos$cia ptynu. Efekt ten powoduje
,,Jozmazanie” wirowosci po calym obszarze ruchu ptynu. Zatem, w plynie lepkim linie
wirowe nie s3 juz liniami materialnymi.

Na koniec, warto wspomnie¢ o zwigzku pomig¢dzy lepkoscig a skalarng funkcjg pradu.
Przypomnijmy, ze skalarna funkcja pradu istnieje dla przeplywow niescisliwych
dwuwymiarowych oraz osiowo symetrycznych. Ograniczymy si¢ do oméwienia przypadku
2D.




Wirowos$¢ w ruchu 2D jest zdefiniowana wzorem
@ =V xv=(0,0,—0,0,)e; = we,
Funkcja pradu spetnia wowczas rOwnanie Poissona

Ay =0,y + 0,y = —(0,0, - 8201) =—w

Niescisliwy przeplyw dwuwymiarowy moze by¢ opisany za pomoca wyltacznie wielkosci
kinematycznych: predkosci, wirowosci 1 funkcji pragdu. Cisnienie jest wyeliminowane z opisu,
a rOwnanie ciaglosci V - v jest spelnione automatycznie.

Kompletny opis takiego ruchu to nastepujacy uktad rownan 1 zaleznosci:

e Réwnanie Transportu Wirowosci 0,w+ 0, 0,0+, 0,0=V Aw
e Rownanie Poissona dla funkcji pradu Ay =—w

e Zwiazek pomiedzy v i iy V=0, ,U,=—0

e Definicja wirowosci @ = 0,0, — 0,

uzupetiony odpowiedniki warunkami brzegowymi 1 warunkiem poczatkowym.




