STATYCZNIE NIEWYZNACZALNE
10 UsSTROJE PRETOWE -

Wszystkie badane dotad ustroje byb; statycznie wyznaczalne. W ustrojach tych sily
bierne, skladajace si¢ wraz z czynnymi na obciazenie, mozna okresli¢ z réwnan statyki,
4 wysitek kazdego przekroju mozna wyznaczy¢ metoda przecigt. W praktyce jednak
spotykamy czgsto ustroje statycznie niewyznaczalne, w ktdrych okresleme reakcji badz
wysitku przekrojéw z samych tylko réwnan réwnowagi nie jest mozliwe i do ich wyzna-
czenia potrzeba uwzgledni¢ odksztalcenia ustroju.

10.1. Zasady i metody rozwiazania

Przebieg rozwiazania takich ustrojéw przesledzimy na przyktadzie plaskiej kratownicy,
ktérej wezet A laczy sig z nieodksztalcalnym podiozem pretem 4D i dwoma jednakowymi
AB i AC (rys. 10.1a). Prety te zakoniczone idealnymi przegubami moga przenosi¢ tylko
sity wzdtuzne N,, N, i N,. Badajac réwnowage wezta A.mozemy napisaé tylko dwa
rownania rzutéw: :

lemﬂ N3smﬁ 0, Nlc‘:osﬁil—N2+N3cosB—P‘=0, (a)
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" Rys. 10.1. Wprowadzenie do metody sit

gdyz trzecie réwnanie (réwnowagi momentéw) jest spetnione tozsamosciowo. Zadanie jest
wiec statycznie niewyznaczalne, gdyz liczba niewiadomych jest wigksza niz liczba bedacych
do dyspozycji réwnaf réwnowagi. Nadwyzke liczby niewiadomych nad liczba réwnan
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nazywamy stopniem statycznej niewyznaczalnosci. W danym przypadku réznica ta wynosi
jednos¢ i méwimy, ze zadanie jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalne.

- Aby sformulowac trzecie réwnanie konieczne dla okreslenia sit N, musimy zbadaé
odksztalcenia ustroju. W tym celu potraktujmy jedna z nich, np. N,, za wchodzaca w sktad
obciazenia'® (rys. 10.1b). Dzigki temu chwytowi ustrdj jest juz statycznie wyznaczalny z nie
znanq na razie co do wartosci czesciq obcigzenia, tj. ukladem sit® X,. Sily w pretach tego
ustroju okreslamy oddzielnie dla znanej czesci obcigzZenia, tj. sity P (rys. 10.1c), i dla nie
znanej na razie czgsci przyjmujqc chwilowo, ze X, = 1 N (rys. 10.1d). Widaé, e dzialanie
sity P, nazywane odtad stanem zerowym (stan ,,0”") wywoluje w pretach sily

N =Pj2cosf, NP =0, NP =Ppcosf, (b)
~ a dzialanie sit X, = 1 N, tzw. stan pierwszy (stan ,,1”)
ny=1/2cosf N/N, n,=—1 N/N, n3;=1/2cosf N/N. ()

W kazdym z tych stanéw sity N9 badz n wywoluja odksztalcenie pretéw, a w kon-
sekwencji i rozejécie si¢ koficéw myslowo przecigtego w przekroju m-m preta AD. Nie
obliczajgc na razie oznaczmy, jak w art. 9.6 (wzor 9.20), te wzgledne przemieszczenia
odpowiednio przez «; ¢ i «,,;. Jesli zamiast obranych chwilowo sit X, = 1 N beda dzialaé
sily rzeczywiste X, razy wigksze, to przemieszczenie «,,, powigkszy sig tylez razy i bedzie
®;,1 X;. Calkowite wzgledne przemieszczenie o, przy lacznym dzialaniu sity P i rzeczy-
wistych sit X, i est wedlug zasady superpozycji _

oy =0y, X1+ 0- ' (d)

Latwo spostrzec, ze a;, = 0, gdyz w.rzeczywistosci nie ma wzglednego przemieszczenia
w miejscu myslowego przeciecia, skad otrzymujemy réwnanie
al,l X1+d1,0 =O (10.1)

wyrazajace tzw. warunek ciggloSci odksztalcer. Aby ten wynik wykorzystaé, nalezy tylko
okresli¢ przemieszczenia oy, i ay,;. Czynno$¢ ta nie sprawi trudnodci jeéli, nawiazujac
do art. 9.4, zauwazy¢, ze grupa sit X, = 1 N jest uogdlniong jednostkowa sita (,,czujni-
kiem”) dla przemieszczen o, i a; . I tak z wzoru (9.5) mamy

. 2y Nonl, P 1 I - 0(=1:I
al o= = ‘ . (e)
s EA, 2cosf 2cosf E, A cosp Ex A,
1 prety AB i AC pret AD

Przy obliczeniu a,,, jednostkowy uklad X, = I N spelnia podwdina role: obciazenia
i ,;czujnika”, wobec czego

' 3 2y 2
_ ni I, _( 1 ) ! (—1)21
F1= EA, \2cosp/ E, A4, cosﬁ2+ E A, - ®
. ) 1 prety AB i AC pret AD

W) sit N, jako wewnetrznych, jest dwie, z ktérych lewa to dziatanie preta mD na lewa cze$¢ ustro-
ju, a prawa to dzialanie calej lewey czedei ustroju na pret mD.

@ Dla przejrzystosci rysunkow przyjeto tu, ze sity N, = X, sg $ciskajace. Rzeczywisty ich zwrot
mamy z wyniku konicowego.

17 Wytrzymatoé§é materialow
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Podstawiajac wyrazenia (e) i (f) do (10.1) mamy

P
Xi=- 1+2cos® B(E, A;/E, A,) ° &)

przy czym X,; < 0 oznacza, Ze zwroty nie znanej dotad grupy sit X; sa przeciwne niz
zalozono, a wigc ze pret AD jest w rzeczywistosci rozciggany. Jest to zgodne z fizycznym
wyczuciem, gdyz w pxerwotnym stanie (rys. 10.1a) wezet 4 przesuwa sie na lewo i pret AP
wydtuza SlQ

Majac wartos§é sity N, = — X, mozemy z réwnai (a) okreéhé pozostate sity Ny i N,.
Prodciej jednak jest superponowaé wyniki (b) i zwigkszone X, razy wyniki (c), tj.

. (E;A,/E,A;)cos B
1+2(E,A,/E,A,) cos® B

Zbadajmy -zgodno$¢ tych wynikéw z fizycznym obrazem zjawisk. Gdy pret AD jest
bardzo solidny w poréwnaniu z bocznymi, wéwczas ich rola jest nieistotna i cala prawie
sile P powinien przenosié pret AD, czyli 2¢ N, ~ P, a N; = N3 ~ 0. Na odwrét, gdy
pret AD jest wiotki w poréwnaniu z bocznymi, to w pretach bocznych powinny byé sity
N, = N; ~ Pf2cos B, a N, = 0. Taki wlasnie wynik daja powyZsze wzory, je§li wstawié
w nich (E;4,/E,A,) ~ 0 dla pierwszego przypadku, a (E,A4,/E,4;) = oo dla drugiego.
Nie rozszerzajac tej dyskusji widzimy, ze w badanym ustroju wysitek przekrojéw zalezy
nie tylko od obciazenia i ksztaltu, lecz takze od sztywnoéci elementéw. Jest to zasadnicza
cecha ustrojéw statycznie niewyznaczalnych.

W przedstawionej metodzie sil zasadnicza niewiadoma jest sita X,, a warunek (10.1)
cigglosci odksztalcen jest koficowym etapem rozwiazania. Zamiast tego jako niewiadome
mozna przyjaé odksztalcenia ustroju, a w etapie koficowym zbadaé warunki rownowagi.

Ny =N®4n, X, =P =N;, Ny=-X,.
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Rys. 10.2, Wprowadzenie do metody przemieszczess

Ten drugi sposGb rozwiazania, tzw. metodg przemieszczer, zilustrujemy na tym samym
ustroju. Z racji symetrii i ustroju, i obciazenia wezel 4 przemleécl si¢ 0 uA po osi symetrii
“(rys. 10.2a), przy czym prety doznaja wydluZen

Al =Aly=u4cosf, Al,=u,. . R (h)
Tym wydtuZzeniom odpowiadaja sily" wzdhuine w pretach
Ny =N3=E A, Aljjl; =E, Ayu,cos® ffl, N, =E,Au,/l @
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zZapewniajace réwnowage wezla A (rys. 10.2b), czyli
2N cosf+N,—P =0,
Wstawiajac wyrazenia (i) w powy2sze réwnanic mamy
| Uy = Pl/Q2E, A; cos® B+ E, 4,), (i)

a po wstawieniu u, do réwnar (i) okre§lamy wartosci N,, N,, ktére, jak latwo sprawdzié,
sa identyczne z poprzednimi. '

"W bardziej zlozonych ustrojach metoda przemieszczen jest wygodniejsza niz metoda
sit, gdyz daje prostsze rownania. Jednoczeénie jest ona trudniejsza, gdyz wymaga okre-
§lenia obrazu odksztalceri, Z tego powodu bedziemy czefciej stosowaé metode sit. Jak
widzieli§my na przykladzie (rys. 10.1), metoda ta ma nastgpujace etapy:

L. Okreslenie stopnia statycznej niewyznaczalnosci ustroju. Etap ten wyrazal si¢ w sfor-
mulowaniu réwnan réwnowagi (a) i stwierdzeniu, o ile wigcej jest niewiadomych sit niz
tych réwnan. -

I. Zamiany ustroju statycznie niewyznaczalnego na statycznie wyznaczalny z nie znanymi
na razie co do wartosSci niektérymi obciqeniami o znanym jednak charakterze i miejscu
dzialania. Etapem tym bylo uznanie za niewiadoma sity wzdluznej X, (znany charakter)
w przekroju m-m (znane miejsce dzialania). Wbrew pozorom etap ten nie jest zonglerka
stowna, lecz jest zmiang pojeciows, sprowadza bowiem ustréj do klasy znanych juz ustro-
jow. ' . :

III. Okreslenie nie znanych wartosci sil X, tzw. Statycznie niewyznaczalnych, z warunku
ciqglosci przemieszczeni w tym miejscu ustroju, w ktérym te sily X wprowadzono. Etapem tym
bylo sformulowanie réwnania (10.1) i obliczenie wartosci jego wspdlczynnikow a, , i a, .

Konsekwentne przestrzeganie tych etapéw powinno byé regula postgpowania, daje

" bowiem rekojmig¢ prawidlowego wyniku. Osobna kwestia jest dyskusja wynikow rozwiag-

zania i ich wykorzystanie do oceny bezpieczenistwa bad? do ksztaltowania ustroju.

Zadania

1. Metoda sit wyznaczyé sily wzdluine w precie obustronnie utwierdzonym i obcigzonym poosiowa
sita P (rys. 10.3).. :
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Rys. 10.3.
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Odp. Warto$¢ Rc = X, otrzymujemy z réwnania (10.1), w ktérym oy o= —Pl[E A, &y, =
= (I,/E\A)+{L/E; A3). W wyniku: ' '

na odcinku be Noe = X, = PI[1+(E 1 4,/E; 42) (LLJ1)],

na odcinku ab Ngp = X, —P = —P[[(E; A2/E\ A)) (/1) +1].

2. Stalowy walec i wsp6losiowa z nim duralowa tuleja §ciskane sa sita P miedzy nieodksztalcalny-
mi plytami prasy (rys. 10.4). Metoda przemieszczeft okreslic wzgledne skrécenie £ oraz napreZenia
w tulei i walcu. E, = 2,05-1()\5'MPa, E; = 7,0-10* MPa.

dural stal
]
N
7

| |

I,

|

d; =9cm d..,-=Scm
Rys, 104,

Odp. Poniewaz & = e; = ¢, zatem Ny = E; £ (1 d2/4), Nuyear = E; e 0 (d> —d?)/4, a réwnanie
réwnowagi plyty Nya+ Nauea—P = 0, skad & = P/[(EA),+(EA),] = 0,563-10~3 i dalej o, = E, ¢ =
=115 MPa, 6; = E; ¢ = 39 MPa. - .

3. W konstrukeji (rys. 10.1), E, = E;, B = 30°. Znalei¢ stosinek A4,/4;, aby byly réwne: a) sily
wzdluzne, b) naprezenia. :

Odp. a) 4:/4, = 0,75; b) zadanie nie ma rozwiazania, gdyz z (h) mamy: &, = ¢; = Al /l; =
= uqcos’B/l, Al, = uyfl i gdy B # 0, zawsze e, # €,, a WieC i 07 # 0.

4. Obliczy¢ naprgzenia 7., W walku (rys. 10.5) utwierdzonym na koncach, a obcigzonym momen-
tem Mj. Srednice na odcinkach AC i CD s3 dy=5c¢m i dep=4cm.

Odp. Po mySlowym rozcieciu utwierdzenia D i oznaczéniu M’; = X; mamy znowu warunek cig-
glosci (10.1), w ktorym '

1,1 = [32 (a+B)/nGdy ]+ (B2¢/nGdl),  &y,0= —32Mpa/nGds,

katy obrotu przekroju D wywolane przez X; = 1 Nm, lub przez Mj. W wyniku X, == 675 Nm i nie-
bezpieczne sa przekroje odcinka 4B, gdzie M, = M}—X, =1325Nm, za§ Tmax = 54,1 MPa.

Rys. 10.5. , ~ Rys. 10.6.

5. Utwierdzona na koncach pryzmatyczna cienko$cienna rure obciazono dwoma przeciwnymi
momentami M* (rys. 10.6). Dobra¢ grubos¢ ¢ scianki, aby o,., < 85 MPa. '

0dp. (Mmax = 0,667M* = 6,67 kNm dziala w czesci BC i z warunku T = (M)pnes/2F8 < Oreal}/3
mamy & =~ 3 mm.
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6. Dwie rury: wewnetrzna miedziana (E, = 1-10° MPa) i zewnetrzna stalowa (E, = 2,0-10° MPa)
o tej samej dlugoéci. wiozono na siebie bez luzu (rys. 10.7). Pomijajac tarcie miedzy rurami okreslié
metoda przemieszczen naprezZenia w rurach wywolane dzialaniem ci$nienia p = 5 MPa.

Odp. W obydwdch rurach wydluzenie obwodowe e jest to samo, skad o, = E, € i 6p, = En £. Wa-
runek réwnowagi paska o jednostkowej dlugosci o, &;+ 0, O, = pri, skad

e = pry/(Es 0;+E, d,) =2,88.10~* oraz o, = 58 MPa, 0, ~ 29 MPa.

Gy=4cm, §;=T110°kg/m?
6s=1cm, gs=7810%g/m?

Rys. 10.7.

Rys. 10.8.

7. Cienki pierécieni zeliwny (E, = 7-10* MPa) z natozonym na niego bez luzu ban_da_@em stalowym
(E; = 2,0-10° MPa) o tej samej szerokosci wiruje z n = 1500 obr/min (rys. 10.8). Okre$li¢ napreze-
nia o, w pierécieniu i ¢, w bandazu. .

Odp. Role p z zadania poprzedniego spelnia teraz sita bezwtadnosci g = (9, 8,0, ;) (n/30)? 7.
Reszta jak poprezednio i 6, = 32,5 MPa, ca= 93,0 MPa.

10.2. Réwnania kanoniczne metody sil

Metode sit uogdlnimy obecnie na przypadek, gdy badany sprezysty i liniowy ustrd)
jest wielokrotnie statycznie niewyznaczalny. Metode objasnimy na przykladzie tzw. belki
cigglej (rys. 10.9a), w ktdrej podpory posrednie I, 2 i 3 dzielg cala belk¢ na tzw. przesia.
Jesli te podpory myslowo usunaé zostawiajac tylko podpory skrajne 4 i B, to dla zachowania
pierwotnego stanu ustroju musimy poza znanymi sitami P, i P, przylozy¢ nie znane na
razie sily X,, X, i X, stanowiace reakcje usunigtych podpdr na belkg (rys. 10.9b). Wyzna-
czenie tych sit X z réwnan réwnowagi nie jest mozliwe, albowiem lacznie z reakcjami
podpdér 4 i B mamy sze§¢ niewiadomych, a tylko trzy réwnania réwnowagi. Tak wiec
badany ustrdj jest trzykrotnie statycznie niewyznaczalny, a nie znane sity X;, X, i X
statycznie niewyznaczalne. Poczatkowy stan ustroju, tj. belke na pigciu podporach, nazy-
wamy ustrojem pierwotnym. Te sama belke po usunigciu podpdr posrednich, a wiec sta-
tycznie wyznaczalng, nazywamy ustrojem podstawowym. Ustrd} podstawowy obciazony
sitami (P,, P,) i statycznie niewyznaczalnymi (X) nazywamy ustrojem- réwnowaznym.

Oznaczenie wielkosci statycznie niewyznaczalnych oraz okreélenie ustroju podsta-
wowego i rtownowaznego zamyka I i I7 etap rozwiazania (art. 10.1). Aby okresli¢ wartosci
sit X (JII etap rozwiazania), rozpatrzmy przemieszczenia (ugigcia) ustroju réwnowaznego,
a w szczegolnosdci ugiecia a4, o,, a3 w punktach I, 2, 3, w ktérych dzialaja sily X: Ugiecia
te sa funkcjami znanych obciazed (P, P,) i nie znanych sit X i je§li badany ustréj ma
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by¢ rzeczywiscie rownowaZny pierwotnemu, to te przemieszczenia muszq by¢ réwne zeru,
czyli
al(Pl,Pz,Xl,Xz,X3)=0, az(Pl,.-.,X3)=0, ot3(P1,...,X3)=0. (a)
Warunki (a) wyraZaja w swej istocie cigglosé przemieszczer migdzy belkg a posrednimi
podporami. Aby w tych zaleznogciach ujawnié rolg poszczegélnych obcigzen, rozdzielamy
stan réownowazny na cztery stany sktadowe (rys. 10.9c). Stan obciaZenia znanymi sitami

» 0
A rVel 121 [Vo |3 8

a) | 2 7 X Oz X0 77

ustrdj pierwotny

!}H @Pz stan 1" Y=\ mi
! g3 8 A 1Yol [ 2T Tp43 8

[N —
% Oy X2q x37 %A

P
o
o

stan, 2"

. l 8/’1 X2 122 % ) » X, =1N mi?
I L g # T TE 5 STt s
\% ) ! -k
% o o0l o oy % Fau \042,2 32 727

ustrdj rownowainy

stan ,3” mg” x3—1
'ﬂ_.‘r—f"\'"7'c-7—r/

‘Rys. 10.9. Hustracja do sformulowania réwnan kanonicznych

(Py, P,) nazywamy zerowym (stan ,,0"), a kolejne stany obcigzenia sitami jednostkowymi
X;=1N, X, =1N,X; =1N odpowiednio stanami; ,,I”,,2* i ,,.3". Odpowiednie
przemieszczenia oznaczamy przez o, ; zachowujac symbolikg wskaznikéw, jak w art. 9.6.
Tak na przykiad «, 3, @ ,, o, o 53 uogélnionymi przesunieciami (ugieciami) odpowiednio
dla sit X,,X,, X,, a wywolanymi Jednostkowyml obciazeniami X; = I N, X, = I N
1 stanem obcigzenia ,,0”.

Przypominajac teraz, ze w stanie réwnowaznym zamiast sil jednostkowych X dzialaja
ich wielokrotnosci oznaczone jako X, # I N, X, # 1 N, X3 # 1 N otrzymamy w punk-
cie I przemieszczenia o, , X, oy,2 X3, 0,3 X3, ¢ 0 zachodzace w tym samym kierunku.
Przy jednoczesnym dzialaniu wszystkich obciazer catkowite przemieszczenie o, jCSt suma
tych skladnikéw i zgodnie z pierwszym warunkiem ciaglosci (a) musi byé réwne zeru,

czyli %y =0y 1 Xy+oy 2 Xo+ay 3 X3+0a5,0=0.

Podobnie formulujemy warunki ciaglosci przemieszczed i w rezultacie otrzymujemy
uklad trzech réwnan
ay g Xy+oy 3 X, +a, 3 Xs4+a,,0=0,
ar1 X taz 2 Xptay 3 X3+a,0=0, (10.2)
0‘3,1X1+“3,2X2+0‘3,3X3+°‘3.0=0-_ 4

t
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Powyzsze réwnania liniowe nazywamy rdwnaniami kanonicznymi metody sit lub réwnaniami
Maxwella-Mohra. Ich liczba jest taka, jak stopien statycznej niewyznaczalnoéci ustroju,
wystarcza wigc do jednoznacznego‘® okreflenia nie znanych dotad wartosci X i stanowi
formalne rozwigzanie zadania. Jest rzecza oczywista, ze wybrany tu przyklad ustroju
nie wplywa zupehnie na ogdlno§é rozwazan. Podobna postaé¢ réwnan kanonicznych otrzy-
mamy dla kazdego ustroju, z tym tyiko, Ze liczba réwnan moze by¢ inna, zaleznie od stopnia
statycznej niewyznaczalnosci. »

Tak zwane préemieszczenia Jjednostkowe o, , ®; 5, ... obliczamy metoda Maxwella-
~Mohra. Poniewaz «, ; jest uogélnionym przesuni¢ciem dla uogdlnionej sity X; wywolanym
przez jednostkowe uogdlnione obciaZenie X; = 1, zatem dla badanej tu kPnsfrukcji
plaskiej mamy z wzoru (9.2) _

m;”mf,“ ds [ n9n® ds (DD 4
g = f f EA ¥) <G4
gdzie m%, n”’, i oznaczaja odpow1edmo‘ moment gnacy, sit¢ wzdluzna i sil¢ tnaca
wywolana obcigzeniem X, = 1, a wiec w stanie ,,j”. Podobne oznaczenia ze wskaZni-
kiem .(/) odpowiadaja X, = 1, a wigc stanowi ,,”, spelniajacemu rolg ,,czujnika”. Dla
wspélczynnikéw a,, uogdlniona sita X, = 1 wystgpuje w podwéjnej roli: ,,czujnika”
i obciazenia, co powoduje, ze we wzorze (10.3) mamy zamiast iloczynéw m§’ mg’, ...
kwadraty [m“) 2 ... Wynika stad, ze a;, jest zawsze dodatnie, natomiast «; ; (i # j)
moga byé_dodatme, ujemne lub réwne zeru. Z budowy wzoru (10.3) widac, ze

%, j = ®y,15 . (10.4)

co jest zreszta konsekwencja ogélnej zasady wzajemnosci (9.20). Wykorzystanie zaleznosci
(10.4) ulatwia obliczenia, gdy? redukuje liczbe okreslanych wyrazdw.
Wyrazy wolne a, o ukladu (10.2) okre$lamy z tego samego wzoru (9.2) dla obciazenia
w stanie ,,0”, czyli ' v
0D ), (D (0) (D)

“‘-°=fMg o = +f _N E';lds +""f s i = (10.5)
gdzie M?, N©, T© skiadowe wysitku w stanie ,,0”". Przy obliczeniu calek we wzorach
(10.3) i (10.5) mozna korzystaé, o ile spelnione sa odpowiednie warunki, ze skréconego
sposobu calkowania wedtug (9.3). Podobnie wykorzystujac wnioski z rozdz. 9, mozna
czesto pominaé wplyw sit wzdtuznych i tnacych zachowujac w (10.3) i (10.5) tylko pierwszy
skladnik. Tak wlasnie zrobiono na rys. 10.9c podajac tylko M, ..., co nie oznacza, Ze
sity NO, 7Oy @) 53 réwne zeru.
- Gdy badany ustréj ma o§ lub plaszczyzng symetrii, woéwczas duze uproszczenie daje
wykorzystanie zasady jednoznacznosci gloszacej, e w danym sprezystym i liniowym ustroju
dane obciazenie wywoluje tylko jeden stan napigc i przemieszezeri.® Zauwazmy bowiem,
Ze ustrdj taki (rys 10.10) stanowi zespéi dwéch identycznych konstrukcji (poléwek)

(10.3)

W)

) Mozna udowodnié, ze wyznacznik charakterystyczny ukladu (10.2) jest zawsze réiny od zera,
co jak wiemy z matematyki, wystarcza dla jednoznaczno$ci rozwiazania.

() Zaklada sie, Ze ustréj nie moze przemieszczaé sig jako cialo sztywne. Dowéd zasady jednoznacz-
. noSci podaje sig w teorii §prg2ysto§ci.
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Rys. 10.10. Rozkiad obcigZenia na symetryczne i antysymetryczne

ztaczonych w plaszczyZnie symetrii, a kazde jego obciaZenie da si¢ rozdzieli¢ na symetryczne
i antysymetryczne. Rozwazajac dzialanie kazdego z nich osobno (rys. 10.11 i 10.12) po-
prowadzmy dodatkowo przecigeie ustroju w plaszczyznie symetrii, dzigki czemu ujawniaja

Po obrocie wzgledem osi 0’0"
prawa potéwka staje sie kopiq
. lewej tak samo obciqiong.

Z zasady fednoznacznosci sity
wewnetrzne muszq_byc te same.
Aby tak byto, musi byc

R'=T'=0.

E - ]
o Sy

. Oddzialywania w plaszczyinie symetrii przy obciazeniu symetrycznym

“Po obrocie wzgledem osi 00"
prawa potowka staje sig kopig
. lewe] odwrotnie obcigZong.

Z zasady jednoznacznosci sity
wewnetrzne muszq byc prze—
ciwne. Aby tak byto, musi byé

M1”=M2”'—"0 [ N'=H"=0.

Rys. 10.12. Oddzialywania w ptaszczyinie symetrii przy obciazeniu antysymetrycznym

si¢ odpowiednio uklady wewnetrzne R', H', M,, T', N', My badZ R”, ..., M; podane
tu w najogélniejszej postaci plaskiego ukladu sit. Traktujac teraz kazda z poldwek jako
odrebny ustréj wykorzystamy zasade¢ jednoznacznoéci. W tym celu obréémy wzgledem
osi 0'0”HC’F ! prawe poléwki wraz z ich obcigzeniem tak, aby pokryly si¢ one z lewymi.
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Dla obciazen symetrycznych operacja ta daje dwa identyczne ustroje, identycznie obcia-
zone, wobec czego w przekrojach C'1 C'' oraz F' i F'' musza byéte same sily wewnetrzne.
Widaé, ze ten warunek jednoznacznosci spetniaja My, Ms, N', H', natomiast sity 7’ i R’ ist-
nieé nie moga, gdy% przeczyloby to wspomnianej zasadzie. Dla obcigzeri antysymetrycznych
(rys. 10.12) mamy po obrocie identyczne ustroje odwrotnie obcigzone, wobec czego sily
wewnetrzne dla lewej poléwki i obréconej prawej powinny byé przeciwne. Ten warunek
jednoznacznosci spetniaja tylko sity T i R”, a My, M,, H"” i N istnie¢ nie moga.
Wszystkie te rozwazania daja sie uja¢ w jedna regule, a mianowicie:

w przecigciu na osi symetrii ustroju przy obcigzeniu symetrycznym istniejq tylko oddzialy-
wania symetryczne wzgledem tej osi, a przy antysymetrycznym tylko antysymetryczne,
Uzyte tu stowo ,,0ddzialywanie” wskazuje, jak podano na rysunkach, Zze wielkosci te musza
by¢ zgodne z IIl prawem Newtona.

10.3. Przyklady belek statycznie niewyznaczalnych

Zastosowanie metody sit i ogdlnych regul z art. 10.1 i 10.2 przeéledzimy naprzéd na
prostych przypadkach belek.

Pryzmatyczna belka utwierdzona na jednym, a podparta przugubowo na drugim koiricu
(rys. 10.13a). Zadanie to jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalne, gdyz mamy tu

*

a) Ra ' b)
’t M £Jy=const P 4RB Ma =Xy P
% W\ / c * B: < A : ) C. 8
;- A ~ — ~ - = = — - - 1 - = _‘_‘ﬂ.
4 % 7 - %
e (el B 2% \ ”)
- =Y
: o . ustrdj réwnowainy
A
r N\

stan 0" 5 stan ,1” X, =1Nm .
A y %10 @ B Q\ \ DA ' B8
c

"y INm/Nm obcigienia
’ FW

.t(” —}N/Nm obcigienia
2 A 0 5 0 O

f
ki

oA Yy

T I T TTTT 7

Rys. 10.13. Pierwszy podstawowy przypadek belki jednoprzgsiowej

4 reakcje R,, H,, M, i Rg, a tylko trzy réwnanié rownowagi. Jako wielko$¢ statycznie
niewyznaczalna obieramy M, = X,, wobec czego ustrojem podstawowym (statycznie
wyznaczalnym) staje¢ si¢ belka na przegubowych podporach A i B, a ustrdj réwnowazny



266 ‘ .10 Statycznie niewyznaczglne ustroje pretowe

ma posta¢ wedlug rys. 10.13b. Wyjaémema te zamykaja /i IT etap rozwnazama o ktdrych
mdwiono w art. 10.1.
Warto$é X; okre§lamy z réwnania (10.1)

0y, Xy+0,0=0, , _ (2)

w ktérym a;,, oraz a,,, X; sa katami obrotu przekroju 4 wywolanymi odpowiednio
przez silg P i moment X, # 1 Nm, a cale réwnanie wyraZa warunek ciagloéci przemiesz-
czed w przekroju 4. Wykorzystujac podane wykresy M(” i mi i pomijajac wplyw sit

tnacych mamy z wzoréw (10.3) i (10.5)

| *[mPPdx 1 {10\ 2 1 {rad 3
Ay,1 = = = = | s (b)
EJ, EJ,\"2 /73 T3EJ,\Nm

o . — " ——
pole mS" rzednam("

o M‘°’ ”dx 1 (Pab I)[1+b)__ Pab(l+Db)
‘°“f T EJ,\ 1 \ 31/ 6lEJ,

VN —
pole M rzednam®

(rad), ©

przy czym do catkowania wykorzystano wzér (9.3). Wstawiajac wyniki (b) i (c) do (a)
manry

X 1= -
przy ¢czym X, <0 oznacza, iz rzeczywisty zwrc;t M, = X, Jest przeciwny niZ na rys. 10.14.
Wypadkowy wykres M, (rys. 10.14) otrzymujemy superponujac wykres M i zwiek-
szony X, razy wykres m“’ czyli miVX,, ktorego rzgdne s3 tu odwrdcone (rys. 5.19).
W postaci analitycznej

M,=M:°)+m;1)X1- : (d)
(st { - - an'—‘l“‘bn“"
la 9 a
. a e ) ——m e 04 A Py aes Pn
AA . C{} B : %’/ B
A Y
<___b2 7
R
~da’

T .
RARNENEERER VA \ = e —.}
@‘LLLLD a—048¢ 2
P VP
Rys. 10.14. Wynik rozwiazania belki z rys. 10.13 Rys. 10.15. Uogdlnienie Wniku podstawowego

na obcigzenia zloZone
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Podobnie okreélamy rzedne wykresu sily tnacej T
T=TO4+1VX,. (e)
Gdy na belk¢ dziala szereg sit Py, ..., P, (rys. 10.15a), wowczas, zgodnie z zasada

superpozycji, wypadkowy moment M, = X 1 jest algebraiczna suma wyrazen (10.6) obli-
czonych dla kazdej sﬂy odd:’ie]me czyli -

Xo= ~(2P) ) Piaib(i+h). ®

Podobnie przy obcigzeniu ciagtym (rys. 10.15b) wybranej elementarnej sile g, da odpowiada
.elementarny moment

dX; = —(q,da)ab(I+b)21*> = —é,,a(l—a) (21 —a)da/21?, g

a catkowity moment M, = X, jest znowu ich suma, czyli

F qea(l—a)(2l—
_ “_f. qaaf az)l(2 a)da, . @)

przy czym a jest tu zmienna niezalezna, od ktérej zalezy réwnieZ samo obciaZenie ciagle g,.

Aby wykorzystaé wzér (10.6) przy obciazeniu belki momentem Mg (rys. 10.15c),
zastepujemy go para sit P o bardzo malym ramieniu Ag = M:/P. Lewej, skierowanej
do gory, sile P odpow1ada moment — X,, natomiast sile prawe;j przesumqte_] o Aa odpo-
wiada moment X, ‘

X{ =X, +(dX,/da) Aa = X, ~[P 1 ~6la +3a2)Aaf217].

Przy chznym dziataniu pary sit wypadkowy moment (X,), = X;—X,, a poniewa2
P Aa = M7, zatem ostatecznie -
dx, M§(212—61a +3a?)

(X)w = P . ()

Tak wigc dziatanie kazdego ztozonego obciaZzenia sprowadza sie do superpozycji podsta-
wowego przypadku z rys. 10.13.

Pryzmatyczna belka utwierdzona na kodcach (rys. 10.16a). Poniewaz koniec B ma
‘swobod¢ przesunig¢ wzdluznych, zadanie jest dwukrotnie statycznie niewyznaczalne
(pieé niewiadomych reakcji Ry, Rg, Ha, M, i My a tylko trzy réwnania réwnowagi).
Obierajgc za ustrdj podstawowy belke na przegubowych podporach 4 i B, desygnujemy
-tym momenty M, = X, i My = X, jako statycznie nlew§'znaczalne a ustro_] (rys. 10.16b)
jako réwnowazny.

Niewiadome X,i X, okreslamy z kanonicznego ukladu réwnan (10.2), ktéry ma obecme
postaé
oy,  Xptoy 2 X +a30=0, } 0]
0z, X1+ 2 Xo+02,0 =0,

T wyraza cigglo$¢ przemieszczen w przekfojach A i B, a mianowicie, Ze calkowite katy
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ugiecia s w tych punktach réwne zeru. Wykorzystujac wzory (10.3) i (10. 5) mamy tym
razem

_ f[mgl)]zdx _ 1 fmmmf,z’dx l
3EJ,’ 6EJ,’
o f [mf,”]2 dx _ 1 v * MOm® dx _ Pab(l+b)
2.2 = 3EJ,’ LT J EJ, ~ 6lEJ,
. 1
v f MPmi?dx _ Pab(l+a)
2.0 ; EJ, 61EJ, °’
Q. M P Rk b M=x P My=x,
My EJ,=const ﬂ, My @
.‘.‘_/A-__/.-y___'_‘l___a / @_.___,/c_-@
e > &
D - ¥
i ustrdf rdwnowazny
r % ~
‘ ~ stan ,0° . stan 1" - stan ,2” '
1=1Nm '

X2=1Nm

Cap Olyq (e oY) | o o
[ B (AN § LB A Ry Ry
;;E;E/ ;‘ c 7 ;Egégé 7 %/, %‘ . ‘r %
1

: Pab Nm
> llllllll

Rys. 10.16. Drugi przypadek podstawowy belki jednoprzestowej

pIZy czym pomini¢to znowu wplyw sit. tnacych. Wstawiajac powyzsze wyraZenia do
rownan (i) mamy po uproszczeniach

2X,+ X,+[Pab(l+b)/I] =0,
X, +2X,+[Pab(I+a)/I*] =0,

a po ich rozwiazaniu wartoéci X, i X,:

Pab? Pa?b
X1 =,—T, X2 = —-T'. (10.7)
A4 EJ,=const’ ap % P—G%M
A - OO T B
Q—— >l —b A Pb2(1+2a)/ ¢
o [ -] 3 @’

Rys. 10.17. Wynik rozwiazania belki z ys. 10.16
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. Ujemne wartosci X, i X, oznaczaja, iz rzec®ywiste zwroty momentéw M, = X, i Mp =X,
sg przeciwne niz na rys. 10.16b. Wypadkowe wykrésy M, i T (rys. 10.17) obliczone z super-
pozycji jak w zadaniu poprzednim maja rzgdne

M, =M +mPX, +mPX,, T =TOHOX, +19X,, ()
[ ]
gdzie T, 1™, +@ nie pokazanpe na rys. 10.16 rzedne wykreséw sit tnagcych w stanie ,,0”,

-1 1,,2”. Tak jak poprzednio, wzory (10.7) oraz (j) mozna uogdlni¢.na przypadki obcig-
Zenia zlozonego i otrzymaé wyniki podobne do wzoréw (f)--(h).

Zadania

1. Znalezé¢ niebezpieczny przekrdj w belce (rys. 10.14).

~ 0dp. Gdy b> I(/2—1), niebezpieczny jest przekeéj A, bo |Ma > [Mcl; gdy b < I1(/2—1),
niebezpieczny jest przekrdj C.

2. Znalezé ekstremum momentu M, = X, w belce (rys. 10.14), gdy sila P przesuwa sie¢ od punktu 4
© do punktu B,

Odp. (X)esis = —PU3y/3 = —0,192PI, gdy b = Ij3/3.
3. Dla belek (rys. 10.18) wyznaczy¢ moment w utwierdzeniu.

aj b) _ _ c) ‘
_ 5kN A4kN BN q-—4kN/n{ 5kN M2 =3KNm
A_ 9_ ﬂ 8Y 7% RE s e a Lo s
% | 7 A Ia ‘ % .
7 i 724 7
11wl m >t im >l<1m" ’ —2mM——te——2m 1M Tm —>w--—1m—>I
Rys. 10.18.

\ Odp. a) z wzoru () X, = M, =—3,28 kN m; b) gdy a (0; //2), wOwczas, g, = 2qa/l, gdy a (1/2; 1),

wolwczas g, == ¢ = const i z wzoru (g) mamy X; = M, = —187¢l%/1920 = —6,23 kN m; c) belke AB
obcigzaja: moment M i zastgpujacy site 5 kN moment M} = 5 kN m; w stosunku do rys. 10.15¢
mamy tu M: >0i M; < 0; z wzoru (h) Mg = X, = 2,1% kN m > 0, co odpowiada $ciskaniu goér-
" nych wldkien belki.
. 4. Rozwiazaé belke (rys. 10.13a) przyjmujac za statycznie piewyznaczalnq reakcje Rz = X,
. (rys. 10.19). '

Rozwiazanie. Po rozdziale ustroju rbwnowainego na stan ,,0” i ,,J”* formulujemy warunek

ciggloéci przemieszczent

0‘1,1Xi+0‘1',o =0

wyrazajacy brak szpary migdzy koficem B belki a podporg. Ugigcia oy ; i &,,0 obliczone z wzoréw (10.3)
, i (10.5)-sa

. . 3 .
&gy = o2 1 -1 MY = — Para (, a)_1 (m)
2 3 EI, 3EJ, \NJ . 2 3 EJ,

skad warto§¢ sily X7

Pa*(3i—a)
R T
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-
Moment gnacy w przekroju 4 ma wartoéc
) Pa(21?—3al +a*) _  Pab(l+b)
2/2 212

,MA = '”'PG“*“XI = —

identyczng jak pedaje wzor (10.6). Niezaleznie wigc od przyjecia ustroju podstawowego (statycznie wy-
znaczalnego) wynik korcowy (wypadkoww wysitek przekroju) jest ten sam.

) P AX,
7 A — /_c i B8

- a Pt b

e l—= -
p A

» A
stan ,0 @P_ | ‘stan 1 Xp=INA
b - X1 A4 | o
{ ' — e 1,7
2;4 ‘ 'c A 2 £ 8! i
M“” mf,” Wﬁ&
‘ - lN abcigzenia

- Pa

Rys. 10.19. Drugi wariant rozwiazania belki z rys. 10.13

5. Jak zmieni sie tok rozwiqzania belki (rys. 10.13), gdy sztywnos¢ EJ, # const. Obliczyé moment
Xy,gdya=5b=12a EJ na odcinku BC jest poiowa bJ na odcinku A4C. :
Odp. Roéwnanie kanonlcznc (a) to samo, a inne oy 1 1 0y 0. Stosujac we wzorach (b) i (c) skré-
cony sposéb catkowania wedlug wzoru (9.3) i tabl. 91 many

a(l*+1b+b?) + b 31 PP

= s~y . Gr0 =

3’EJ,  3’E;, 8EJ, * 12EJ,

oraz X, = —2PI/9 =~ —0,222PI. Wartos¢ ia |est wigks.a iz obliczona z (10 6) X; = - 0,187P] dla
belki pryzmatyczne;. . '

Ky,4 =

6. Jak zmienig $ig eksiremalne naprezenia w pryzmatycznej belce (rys. 5.10), gdy konce jej utwicr-
dzimy? Przyjaé, Ze¢ odiegiosct skrajnych widkien z; = z; (patrz rys 5.30).
Odp. Stosujac superposycie mamy z wzesrow (16,7

Xiowo o (3 Prai Uit e a1 8543222 1{~6) 3 12)4* — —2,62 KN m
‘i podobnie X; = 1,12 kN m. Z wykresu wypadkowego M, wynika, zc niebezpieczny jest przekrdj A,

w ktérym M, = X,. Redukcja (M dexsre jest wiec 2,62/3,6 == 0,87 i w tym stosunku zmaleja Goygr

7. Stosujac zasade superpozycji okreslic momcnty w przekrojach 4 i B pryzmatycznych belek
{rys. 10.20).

Odp. a. Stosujac sposdb jak na rys. 10.15b, mamy

i 3 2 2 2 ’ 2
X —_ ( 9al—a’da _ gl X, e — f Gol— a) da _ _ _gof
== f B 20 ° ’ f 30

[\]
b. Stosujac chwyt jak na rys. 10.15¢, otrzymujemy
Ma= (X)u = (dX1/da) Aa = — M (1 —dal+3a%)[I2 = — M2 b (b—23)/1 ,
My = (X)y = (AX,/da) Aa = — M2 Qal— 3?1 — —MZ a Cb—a)i? .
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& Do ktdrego etapu rozwiazanie belki o réinej sztywnosci odcinkow AE‘ i CB (rys. 10.21) pok-
rywa si¢ z podanym na rys. 10.17. Przeprowadzi¢ obliczenia, gdy EJ, = 2EJ, . ' .
Odp. Réwnania kanoniczne (i) te same; zmieniaja si¢ wielkosci & (poréwnaj zadanie 5). X, =
= —10Pl/66, X, = —T1Pl/66. .

A EJy=const

o~ l -
M
b) g4 Eg=const <C\ P _1%;{ e o
. _[___ E 3y ™68
Rys. 10.20. Rys. 10.21.

9. Kto$, rozwiazuyjac zadanie z rys. 10.20a, zastapil obciazenie ciagle sita P = g0 //2 w odleglto$ci
a = I/3 i te dane podstawil do wzoroéw (10.7). Czy takie postgpowanie jest stuszne? o ‘

Odp. Jest blgdne. Otrzymane tak wyniki X; = —24o !2/27 i X = —qol%/27 rb6znig si¢ znacznie
od prawidiowych. ‘

10. W pryzmatycznej belce (rys. 5.27), w ktérej a =1/8, utwierdzono koniec A. Czy taka mody-
fikacja zwiekszy, czy zmniejszy ekstremaine naprezenia w belce? Przyjac w,=W,. o

Odp. Zwigkszy, gdyz moment | X1l = 21PI/128 = 0,164PI jest wigkszy od Pa = Pll8 w wers!l Pler-
wotnej. Tak wiec wprowadzenie statycznej niewyznaczalnosci nie zawsze oznacza redukcjg‘naprgzen ek-
stremalinych.

E

10.5. Statycznie niewyznaczalne ramy Scisle plaskie

Rozpatrzmy tu ramy tzw. jednoobwodowe, ktérych prety tworza jeden pléski ciag
zamknigty w sobie, badZ zamknigty podlozem (rys. 10.29), przy czym gtéwna o$ bezwlad-
nosci w kazdym przekroju poprzecznym kazdego preta lezy w plaszczyznie ramy. Taka
rame nazywamy Scisle plaskq. Zakladamy tez, Ze rama jest plasko obciaZona, czyli Ze sily
zewngtrzne dzialaja w plaszczyZnie ramy.
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Rys. 10.29, Typy plaskich ram jednoobwodowych statycznie niewyznaczalnych
a) bezprzegubowa; b) jednoprzegubowa, podloze ABC zamyka obwéd; c) dwuprzegubowa,

Jesli badana rama jest bezprzegubowa (rys. 10.29a), to sprowadzenie jej do znanego
juz z art, 9.1 ustroju statycznie wyznaczalnego wymaga myslowego jej rozcigeia w jednym
migjscu a-a’. W nowo powstalych przy tym przekrojach a i a’ ujawniony zostaje ich wy-

.

stan ,2"

uktad rownowainy
ramie z rys. 10.29a

Rys. 10.30. Rozwiazanie bezprzegubowej ramy $cide plaskiej

silek zlozony z sit tnacych X, sit wzdluznych X, i momentéw gnacych X; (rys. 10.30).
Te sktadowe wysitku przekrojéw a i @’ sa na zasadzie dzialania i przeciwdzialania parami
przeciwne, wobec czego nie mozna ich wyznaczy¢ z réwnari réwnowagi ramy jako catosci.(V
Tak wigc zadanie jest trzykrotnie statycznie niewyznaczalne. Jego rozwiazanie jest powto-
rzeniem rozwazan z art. 10.2, Po rozdzieleniu ustroju réwnowaznego na stany ,,0”, ,,I",
‘w2 1,37, jak pokazuje rysunek, formulujemy réwnania kanoniczne (10.2), wyrazajace
‘cigglo$¢ przesunieé w miejscu my$lowego rozciecia a-a’. Tak na przykiad réwnanie

oy, .81+, Xo 4oy 3 X3+0;,0=0 (a)

- (-7 réwnan tych wyznaczamy natomiast reakcje Ry, Rs i H..
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oznacza brak wzglednego przesunigcia w kierunku dziatania sit X;. Podobnie pozostale
rownania '
Wy, Xy 4+ Xa+0 3 X5+02,0 =0,} ()

s, X +os, Xo+03, 3 X3+030=0

wylataja odpowiednio brak wzglednego przesunigcia w kierunku sit X, i wzglednego
obrotu. Wspélczynniki «; ; sa nadal okreSlone wzorami (10.3)=-(10.5), z tym Ze odpo-
wiednie skladniki dotycza teraz pretéw ramy. Po rozwiazaniu réwnan kanonicznych (a)i(b)
obliczamy wypadkowy wysilek w przekrOJach pretéw stosujac zasade superpozycji, otrzy-
mquc

3 - ‘ A ' ‘
M, =M+ Z mPX,, N=N©4 Zn“’Xt, T=T®+ Zt"’X - @
1 1 1

gdzie oznaczenia sg jak we wzorach (10.3) i (10.5).

Powy#szy obior ustroju réwnowainego nie jest jedyny. Jesli mianowicie zamiast
rozciecia a-¢’ wprowadzimy w. tejze ramie trzy myslowe przeguby C, D i E (rys. 10.31),

LEN
A EEAYAY/

Xy X3

uktad rownowainy
ramie z rys. 10.2%a

Rys. 10.31. Drugi wariant rozwiazania bezprzegubowej ramy ptaskiej

to otrzymujemy znany juz z art. 9.1 ustrdj statycznie wyznaczalny z nie Znanymi na razie
grupami momentéw X przedstawiajacych oddzialywania pretéw schodzacych si¢ w danym
przegubie. Wartosci X, 5( , 1 X5 obliczamy z tego samego co powyZej ukladu réwnan (a)
i (b), majacych jednak inny sens fizyczny. Tak na przyklad a, ¢ jest teraz katem wzglgdnego
obrotu (zalomem) pretow w myslowym przegubxe C i w stanie ,,0”. Podobnie a, ; X;,
a; 2 X, 0,3 X3 53 takimiz katami odpow1adajqcym1 wielokrottroéciom stanéw ,,17,
w1 ,,3” 'W wyniku superpozycji réwnanie (a) wyraza teraz brak wzglednego obrotu
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(zalomu) w myslowym przegubie C. Podobny sens w odniesieniu do my$lowych przegu-
béw D i E majg réwnania (b). _

Jak wykazuja przeliczenia, ten drugi sposéb obioru ukiadu réwnowaznego jest na ogét
~ bardziej racjonalny niz pierwszy, gdyz korekta skladnikéw M®, N© i T stanu ,,0”
we wzorze (¢) przez czlony my’ X,, ... jest z reguly mniejsza przy sposobie drugim niz
przy pierwszym. Ponadto sposob II ma tg zalete, Ze wszystkie a, ; oraz «; , 83 wymiarowo
odpowiednio jednorodne. Z drugiej strony sposdb 1 jest pojeciowo prostszy i prostsze jest
na ogol obliczenie wyrazéw «. Z tych powodow stosowanie sposobu I7 zaleca si¢ dopiero
po nabyciu pewnej wprawy w rozwiazywaniu takich zadan.

Podobnie rozwiagzujemy ramy jedno- i dwuprzegubowe (rys. 10.29). Jesli stosujemy
przy tym drugi sposéb obioru ukiadu réwnowaznego, to liczba myslowych przegubdw,
~ a wigc i grup momentéw X jest odpowiednio mniejsza. I tak dla ramy jednoprzegubowe;j
(rys. 10.29b) wprowadzamy przeguby 4 i D (rys. 10.32a), a nie znane X . 1 X, okre§lamy
z réwnan

(d)

2y, Xi+a; 2 X400, 0=0,
a1 X1+ X240, 0 =0,

Rys. 10.32. Obiér ukladu réwnowaznego dla ram jedno- i dwuprzegubowych

warunkujgcych brak zalomu w tych myslowych przegubach. Jest przy tym rzecza jasna,

. 2e odpada tu trzecie réwnanie dla rzeczywiscie istniejacego przegubu B, w ktérym taki

wzgledny obrét preta jest dozwolony. ’
Podobnie dla ramy dwuprzegubpwej (rys. 10. 290) zangnoéé

| warunkuje brak zalomu w jedynym myélowym przegubie C (rys 10.32b), podczas gdy
w istniejgcych przegubach zalomy takie sa dozwolone.

Bardzo czgsto ramy plaskie majg Jednq lub wigcej osi symetrii. W takich przypadkach
rozwiazanie upraszcza si¢ przez wykorzystame zasady jednoznaczno$ci omdéwionej
'w art. 10.2 (patrz rys. 10.10 —10.12). :

Zadania
. 1. Obliczyé przebieg wysitku przekrojéw w ramie (rys. 10.33). Dane: L=3m,/=2m,a=1m,
H=15m,J, =J ,P=10kN.
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-

Rozwiazanie. PoniewaZ rama ma dwa przeguby, jest ona jednokrotnie statycznie niewyzna-

czalna. Jako niewiadoma Xl bierzemy pozioma skladowa reakcji podpory D. R6éwnanie kanoniczne
‘ %11 X1 +0=0 ‘

oznacza brak poziomego. przesunigcia punktu D wzgledem podloza. Po rozdzieleniu obciaie;iia ustro-

ju réwnpwaimego na stan ,,0” i ,,I”, okresieniu M\"” i m" wyzaceamy oy 3 i %10

ustrgj pierwotny ustrgy rownowazny

P (P

. ry=0 rp=0
L4 L

Rys. 10.33. Rozw.iézanie ramy jednokrotnie statycznie niewyznaczalnej

s rr
2 35, EJ \N
- prety ABi CD pret BC

-

o imP1? ds HE' 2 HUH ()
,»al,i = f 'EJ‘ =2 ) ;
..' - ) y

‘ - ' MOmD ds , B
a,.o,:f mds _, PoH’ 2H +[Pm+ P+aU-a) | H

== 7

EJ, 2 3EJ 2 | EJ;
’ prety ABi CD pret BC,

-

przy czym wykéfzjﬂano regule (9.3) uproszczonego calkowania i wprowadzono oznaczenia b, ¢, H’
widoczne z rysunku. Rozwiazanie rownania kanonicznego, daje

» _ _ PL{RLIH—1—(a/D?)+EbH' 31} U, 1))
- Xl = F I (N) *
- 4H 1+QH' 3N, 1)

Poniewaz X, <0, i‘ieczywiéte zwroty sit X, sa przeciwne niZ na rysunku. Zgadza si¢ to z fizycznym
‘ odczuciem, gdyz w stanie ,,8” sily P zwigckszaja diugos¢ AD, wobec czego podpora D musi wywrze¢

255kNm =794k ~4,37kN | 10N 55K
| I . Py g
8 /i c .- : 8 | [
~ : N c ! 4+
ZALRNm \ S | — T
A , ’ N
h MYy A N A G135 D

Rys,.' 10.34, Wynik rozwiazania ramy z rys. 10.33
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. i /
nacisk w kierunku od D do 4. Z danych liczbowych okre§lamy X; = —0,497P = 4,97 kN, a naste-
pnie superponujemy wykresy stanéw ,,0” i ,,I” (rys. 10.34). Tak na przyklad momenty gnace w naro-
#u B i punkcie E sg _

M,)s = Pb+X,H 5 10 kN-0,5 m—4,97 kN-1,5 m = —2,45 kNm,

(M) = Pc+X,H =10 kN-1m —4,97 kN:1,5 m = 2,55 kNm.

Gdyby podpora D byla przesuwna (ustrdj statycznie wyznaczalny), wéwczas w tych miejs 1ch mo-
menty gnace bylyby 5 kN m i 10 kN m. Widaé wiec duza korzy$¢, jaka daje tu statyczna niewyn czal-
nos$é. ) '

2. Dla ramy (rys. 10.33) zbada¢ przypadek, gdy sily P dziataja w narozach B i C. Jaki sens fizycz-
ny ma wynik? -

Odp. a = I, X, = —Pb/H niezaleinie od wartoéci‘(J;'/J;). Wypadkowy M, = 0. Rama dziala
tu jak kratownica.

3. Okreéli¢ mormenty gnace w narozu B'i przekroju C ramy (rys. 10.35). Wyznaczyé przebieg

wypadkowego M,.

ustrdj statycznie ustrdj rownowainy
niewyznaczalny stan 0"
% : ) 2%
15 %x, ¢
' @ /—
\ M,
s Ejy/ [
l Lo Lo 1o | ,::’i o
£Jy - ' Xy
_ g ZA B %A {i %
L_ Pa(-a)
2 X2 T
+ r

Rys. 10,35. Przyklad rozwiqzania ramy jednoprzegubowej

Rozwigzanie. Po wprowadzeniu myslowych przeéubéw B i C mamy ustr6j rbwnowainy jak na
rys. 10.32a z niewiadomymi grupami momentéw X; i X, okreslonych ukladem réwnas (d). Dla obli-

czenia wspblczynnikéw « rysujemy wykresy M7, m" i m, jak podaje rysunek. Widaé, ze w stanie
0" i ,,I” na zginanie pracuje tylko pret BC jak belka na dwoch podporach obciazona badz sila P,
badZ momentem X; = 1 Nm. W stanie ,,2” na zginanie pracuja obydwa prety 4B i BC. Stosujac
regute catkowania (9.3) mamy:

1 (rad) 1 (’rad)_ 1 (rad)
G110 = —], = —n =] %227 (|5
3E7, \Nm 6E7, \Nm 2EJ, \Nm

a wyrazy wolne «; o i &z 0 przy wykorzystaniu tabl. 9.1

_ _ Pa(l—a)(2l—a) — _ Pa(l-a) (I+a)
*1,0 = &, (rad), a0 — i, (rad) .

Po podstawieniu tych danych do réwnafi (d) otrzymujemy

X, = Pa (l— c;)lz(Sl -4a) (Nm), X, = 3Pa5§l —a) (Nm).

) Pomewaz X, > 0iX,> 0, zatem ich zwroty sa Jak na rysunku, przy czym X, jest momentem gnacym
w przekroju C, a X, w narozu B. Wypadkowy wykres M, otrzyma,my superponujac wykres M, i zwi¢-
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kszone odpowiednio X, i X, razy wykresy m", m®. Zaleinie od wartosci a niebezpieczny moze byé
przekréj B, C lub D,

4. Wykorzystujac wyniki zadania 3 obliczyé X, i X,, gdy obciazenie ramy (rys. 10 35) stanowia
dwie sity P w odlegtosciach a, = l/3 i a, = 2i/3.

Odp. Stosujac superpozycie mamy X = 4PI/15, X, = 2PIf15.

5. Wyznaczyé przebieg wysitku przekroju w pnerécxemu (rys 10.36) o malej krzywiinie i stalej
sztywnoﬁm

u,str‘qj pierwotny ustrdj rownowazny

-
-
-
-

X=INC  stan 1" | stan,, 3"
X3=1Nm

Rys. 10.36. Przyklad rozwiazania ramy bezprzegubowej

Rozwiazanie. Po my§lowym rozcieciu utwierdzenia w punkcie C i wpro“.radzeniu niewiadomych
Xi, X, i X5 zadanie sprowadza si¢ do rozwiazania ukladu réwnan kanonicznych (a) i (b). Przyjmujac
kat B (—=/2; w) jako zmienng niezalezna, okreslamy moment gnacy w stanie ,,0%,

MO =0, gy —-2<F<0, MO =Prsinf, gy 0<f<r,
oraz w calym zakresie § (—=/2; =) dla stanéw ,,1”, ,, 2" i ,3"
' m‘“ = —r(1+sinf) Nm/N), m“” = —rcosf (Nm/N), m‘” =1 (Nm/Nm),

przy czym dodatm moment odpowiada $ciskaniu wiokien zewnqtrznych Wspblczynniki « obliczamy
z wzordw (10.3) i (10 4), gdyz piericiefi jest stabo zakrzywiony.

[m‘”]’ds_ C r(i4sinBrdf_ [om r* [m
n e [sp(n ) (),

—nl2

™ ™
_ ricos?frdf = 3mr? {m) o 12rdf _ 3rr (rad)
wa= [ B, 4B, (W) T J ’

—n/2 -nf2

r3 —_ Brtr : r?

-y Xy 3 7~ X3 1.

32E7, ' ' 2EJ, % 2T TR

Qg2 =&z =
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Przy obliczeniu &, o + &3,0 2 Wzoru (10.5) uwzgledniamy, e w przedziale B (0;—=/2) jest M\ =0, _
Vwobec CZego '

f M©OmPds f Prsin f[—r(+sin firdf _ _ @+m)Prd
Me=J TE, s EJ, EJ,
i podobnie x3,0 = 0, x3,0 = 2Pr%/EJ,. W rezultacie réwnania kanoﬁiczne po skréceniu 53 7
(O +8)/4] Xar+ (1/2)er—[(3n+2)/2]X,—-[(4+~n:)/2] Pr=0,
(/) Xr+(Br/4) Xr— - X+ 0 =0,
—[(3=+2)2] X1 r— Xar+ (Br/2)X,+ 2Pr =0,
skad po rozwigzaniu mamy
_ X, ~0528P, X,~ —0,023P, X, ~0210Pr.
Wypadkowe momenty gnace otrzymujemy z wzoru © ‘
M, = M:°’+m:”X1+m:”Xz+m:”X; ,
w. ktérym wstawiamy znalezione X; oraz dane z rs\rs. 10.36
M, ~ (—0,318—0,528 sin 0,023 cos ) Pr, sdy B (—mn/2;0),
_ M, =~ (—0,318+0,472sin +0,023cos ) Pr, gdy B (O;m).
Podobnie obliczamy site wzdluzna N i tnaca T

N = —X, sin B— X, cos ' = (—0,528 sin [3+p,023'cos pP, gdy PB(—n/2;0),
N = —X, sin f—X, cos f+Psin f = (0,472 sin p+0,023cos p)P, gdy BO;7),
T = —X,cos +X,sin = (—0,528 cos §—0,023 sin ,8) P, gdy B(—=/2;0),

T = — X, cos f+X,sin f+Pcos f = (0,472cos —0,023sin )P, gdy AO;7).
~ Obliczone stad wykresy M,, N i T podaje rys. 10.37.

6. Sprawdzié, czy pominiete.w zadaniu 5 miana oraz fizyczny sens wielkosci &, 2y oy O3 3 OFAZ
oy,0 sa prawidlowe. o

Rys. 10.37. Wynik rozwigzania ramy z rys. 10.36
Dane liczbowe okreflone sg dla kata § = —90°, —60°, ..., 180°,

Odp. 1,0 (M), &3,0 (M), %30 (rad) oznaczaja' odpowiednio przesunigcie poziome i pionowe oraz
obré6t przekroju C wzgledem podioza. Wielkosci &y,2 (I/N) = &z, (m/N) — przesuni¢cia w metrach
na niuton odpowiedniego obciazenia. Wielkosci a1,3 (M/Nm)i &; 3 (m/Nm) —~ przesuniccia pozio-
me i pionowe przekroju C wywolane przez Xs = 1 N m. Wreszcie &3, (1/N) i &3 3 (1/N) — katy ob-
rotu przekroju C wywolane przez X, =1 N lub X, = 1 N. Pozorna zgodno$é mian x1,3 i &s,1 oraz
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%3 3 i &3 2 nie oznacza ich tozsamosci fzzyc znej, podobnie jak ze zgodnosci mian momeﬁu sity (N'm)
i pracy (N m) nie wynika fizyczna tozsamosc tych wielkosci.
7. Znalezé wykres momentu gnacege w symetrycznej ramie symetrycznie obciazonej (rys. 10.38).

Przyjat 2J, =1T,), h = Ij2.

g : ()
My

5 '%ﬂ 1 tW‘r c
5 mmyuc | . o 2
~Jy | ‘ U i b EJ‘EF o, m My
A*—“_ ! X Dl B"R" Ih Rafc XYW ﬂmmT\ c

ST A L, F Y
’ mm ! » _S_QL ' \
g Istan,,I 96 qF %

N

| 9
I ‘ X= 1N x,—1N : %
B ‘ ¥ “ ‘&l‘ In A lE D A%}nnuninflnlnuhwru%o
ustrgj rownowainy ” g
g BHH”IH” INSNEEM c wynik ostateczny
1 -
. X L X 5/1 @ ' -
A‘__%‘G————.D = Mg stan , 2* |4
T X2\I VX2 4\ - \ " E
RA=qV2 R0=q[/2 A ! BB “IE 1 E

X,=1Nm | X, =INm
Rys. 10.38. Rozwiazanie symetrycznej ramy symétrycznie obciazonej

Rozwiazanie. Z zasady jednoznacznosci (art. 10.2) wynika, ze w my$lowym przecigciu E na osi
symetrii istnigje tylko sila wzdluima X; i moment gnacy X3, okre§lone z réwnan

! 0‘1A.1X1+“1,2X2+0‘1,o =0,
%21 X1+ 02,2 X24020=0.

Z uwagi na symetrig wykresébw M, :0’, 4 oblxczamy w1elkosc1 & tylko dla potéwki ustroju. W wy-
niku mamy
) , heh 20 1 B, 1 w2, 2k I\ (m
®y,1 = b = ——= (1+ ",) (———).
2 3 g1 2 EI 2E), 3 g,/ \N
ma=tln B ns = ”’,,(1+ h ) (_m_)
EJ, EJ, 2FJ, I g/ \Nm
i podobnie
i 3 ql:
3,2 = l,, (1-i'-—}1 J", ) ’ X1,0 = — q! h,,, K20 =
EJ, U 24EJ, 24E),

Rozwiazanie réwn.';ui kanonicznych daje

y 2
X, = qlz 1 X, = ql ¢

126 1+Z° 12 A+ a+3’
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gdzie = (#/3)) (J;'[J,) — bezwymiarowy parametr. Dla wartosci 2J, =J," i h = lf2 mamy: X, =
= ql?[16h, X, = ql*/96. Superponujac teraz wykresy M. i m'" X, oraz m‘ ’X » widzimy, Ze niebezpieczny
jest przekréj w Srodku preta BC, gdzie (Mp)exstr = 7q13/96 Wartosc ta stanow1 7/12 = 0,58 ekstremal-
nej wartosci M.> w ramie statycznie wyznaczalnej.

8. Pomijajac wplyw sit N i T na odksztalcenia okresli¢ przebieg M, w ramie obcigzonej pozioma
sitg P (rys. 10.39).

P P P
p £ £
; =‘,_;B f ! — (A Z;:B ! A :‘é é:: 8 II c 2z
~Jy L | Jy abcigzenie obcigzenie
' -~ — - .Symetrycine + antysymetryczne
m=rln 1T A A L D A & o) %
B . F A B E it iim v
2 7 - A ) A I yPh Ph
‘Yl34=£[ﬂ" R =% T2 277 777 X% )r

Rys. 10.39. Podziat obciazenia symeirycznej ramy

! Rozwigzanie. Aby uprosci¢ tok obliczen, rozkladamy naprzdd obciazenie na cze$é symetryczna
i antysymetryczng. ObcigZenie symetryczne przy pominigciu odksztalcen od sit wzdluznych wywoluje
tylko rozciaganie preta AD sita N = P/2 i takiez Sciskanie preta BC. Przy antysymetrii obcigZenia
w przekroju E istnieja wedlug zasady jednoznacznosci tylko sity tnace X;. Ich warto$ci wyznaczamy
z réwnania

’

xy 2 X, v, = 0)
w ktoérym obliczone z wykresow (rys. 10.40) wielkosci
3 2 ’
ey =t ,,(1+ 6hJ)’ Mo = — Phl”(l+gfi.f,’).
24EJ, J, 7, 4EL°\N Lo .

Ostatecznie, przy oznaczeniu {; = (h/l)(J,'/J,), mamy

gL P 1432,

Gt T e v s

T i4sn e

Bnora,c ZJ A/l = 0,5 vrzymujemy X, = u"f" 3l a przebreg M, jak na rys. 10.40.
2 e 7 » ' e
2 m]h}[ c é B. M
B8 l [ - . c .
stan ,0" M;D) - stan 1" N = wynik - ostateczny
| = A= | \
Tyt At
R L fﬂf z Xp=1N "x =N 1L #Ph
{ { ™ ™~ vl 18

Rys. 10.40. Rozwiazanie ramy z rys. 10.39 obciaZzonej antysymetrycznie

Podane rozwiazanie ilustruje dobitnie uproszczenie, jakie daje zastosowanie zasady jednoznacznodci.
. Zamiast bowiem ukladu trzech réwnan kanonicznych, odpowiadajacych przecieciu ramy w dowolnym
miejscu, np. w narozu C, mamy tu tylko jedno rownanie, gdyz pozostale niewiadome (sita wzdtuina
i moment przekroju E) s3 réwne zeru.
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9. Wyznaczy¢ przebieg M, w pierscieniu o malej krzywiznie i statej sztywnodci (rys. 10.41). Zba-
‘daé przypadek fio = 0.

Rozwiazanie. Fakt, Ze i ustrdj, i obcigzenie maja podwéjna symetrie (osie AC i BD), wykorzy-
stamy prowadzac podwdjne przecigcie wzdluz jednej z osi, np. BD. Z racji symetrii pionowej w prze-

> d-
stan,0

Rys. 10.41. Rozwiazanie ramy z podwéjna symetria obciazenia

krojach Bi D istnieja tylko sity wzdluine i momenty gnace (zasada jednoznacznofci). Z racji symetrii po-
ziomej s3 one qdpowiednio réwne. Z warunku réwnowagi rzutow na 0§ AO dla lewej polowki pierscie-
nia mamy N = 0. Nieznany moment M = X, okreSlamy z rOwnania : .

' - e Xit+E0=0. : /
Wiéelkosci o ‘obliczamy jak dla pretéw prostych (mala krzywizna), pomijajac przy tym wplyw sit
wzdhuznych i tnacych. Poniewaz m,"’ = —1 N m/N m = const, a M =0 dla (0, Bo) oraz M'® =
= Pr (sin B—sin Bo)/2 dla B (Bo; 7/2), zatem

T cnrrap 2w ™ prsin p—sin fo) (=) r df _
1= 4 f EJ, ~ EJ, %o = 4 f ) 2EJ, -
o Po

. 2;;2 [cos Po— (—12"'- —ﬂo) sin ﬁo] |

. y
i w rezultacie

x; =& [oos 8o —(% —"ﬁ.,) sin ﬁo] (Nm).
N

Gdy o = 0, wowczas pierscielt obciazajq sity P f’)rzylozone w punktach B i D, a wtedy X, = Pr/r =

=~ 0,318Pr. Przebieg momentu gnacego, gdy Bo = 30° i § = 0°, podaje rys. 10.42.

Rys. 10.42. Wykresy M, dla pierScienia =z rys. 10.41 Rys. 10.43. Do zadania 10-

i
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10. Rozwiaza¢ zadanie 9 przy obciaZeniu 'jak na rys. 10.43.
Odp. W przekrojach B i D dzialaja tylko sily tnace X symetryczne wzgledem AC. Wartos¢ X, =
= (P/2) [1 —(2Bo/m) —(sin 2f0/7)].

11. Stosujgc zasade jednoznacznoéci, orzec, jakie sktadowe wysitku istnieja w przekroju O ustroju
punktowo symetrycznego przy obciazeniu punktowo symetrycznym (rys. 10.44a). .

Rozwigzanie. Po my§lowym rozcigciu z ujawnieniem wszystkich mozliwych skladowych wysitku,
tj. X1, X3, X3, obr6émy czes¢ OCD do nakrycia si¢ z OBA. Otrzymujemy te same czedci, tak samo ob-
ciazone, a wiec dla kazdej czesci wysitek przekroju @ musi by¢ ten sam. Warunek ten spelniajg X 1] iX;
i tylko one mogg istnieé. Zadanie Jest WlQC dwukrotme statycznie niewyznaczalne.

)

Rys. 10.44. Analiza ustroju punktowosymetrycznego -

12. Powtérzyé zadanie 11 przy punktowo antysymetrycznym obcigZeniu ustroju (rys. 10.44b).

Odp. Tylko X, # 0 i ustr6j jednokrotnie statycznie’ niewyznaczalny ’

13. Podaé¢ najprostszy sposbb rozwigzania ustroju (rys. 10.45) o w1elok:otnej symetrii budowy
i obciazenia.

Rozwiazanie. Rozdzlelmy ustrdj na powtarzajace si¢ jednakowe czQécl AB, BC, ... Kazda z nich
jest symetryczna i symetrycznie- obcigzona, wobec czego w réwnoprawnych przekro;ach A B C, ..
istnieja tylko sita wzdluina N i moment M. Z rédwnowagi jednego z takich elementéw, np. AB, wynika,
e N = P/2 sm Bo i jedyng niewiadoma jest moment M X, Jego warto$§¢ okreslamy z rownania ka-

nonicznego
%1,1 X1__+0‘1_o =0,

w ktorym o, o =20 ¥/EJ,, & o =—Pr*(fo— sin Bo)/EJ, sin By, i W rezultacie

Rys. 10.45, Wielokrotna symetria ustroju i obcigzenia Rys. 10.46. Dwukrotna symetria ustroju
i antysymetria obcigZenia
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Rozwigzanie. Kazda, z sit H dzielimy na potéwki, mi¢dzy kt6rym1 prowadzxmy myslowe prze-
ciecie AOB, otrzymujac dwie identyczne cz¢sci ACB i ADB przeciwnie obciazone. Z racji symetrii
ustroju i antysymetrii obcigzenia w przekrojach 4 i B s tylko sily X, i X,, nie ma za$ sil rownolegiych
do COD i momentdw gnacych. Po obrocie (w plaszczyzme rysunku) czesci 4DB do nakrycia 31q z ACB
mamy identyczno$é obciazenia, skad X, = X, a z warunku réwnowagi kazdej z czesei X, = X, = P[2.
15, Sformulowaé wzory dla wspélczynmkéw ®,y 1 wyrazéw o o réwnai kanonicznych, gdy pre-
ty ustroju sa silnie zakrzywione.

Rozwiazanie. Wykorzystujac wzér (9.10) i rys. 9.32 mamy

mOmY ds (MO + mPn®) e ds 2Opd ds 0D ds
o = a g + o o + - ¥ — (10.9
£ , EJ, f EA ¥ f GA )
' 0)) (D) (A0 (03 (D) '
a0 = f Mp m.? ds + f (MO n®+ NOm e ds " Nz dg +'Pf 0D ds’ (10.10)
B, E, GA ‘

'gdz1e mP, ., m?, ., M, .." skladowe wysilku przekroju odpowiednio w stanie L0 gdy X =1,
wstame,,;", gdy X, = 1, iwstanie ,,0”. Ponadto ds - dtugos¢ elementu osipreta, ae = J,/Ar — odieglosé
miedzy warstwa obojetna a osig preta (wzér 6.22).



