ZGINANIE PRETOW

1. Wstep teoretyczny - zginanie plaskie .

Przypadek gdy o$ obcigzonej belki przyjmuje ksztatt linii ptasko zakrzywionej nazywa si¢
ptaskim zginaniem . Odpowiada to stalemu potozeniu ptaszczyzny wypadkowego momentu
gnacego 1 wypadkowej sity tngcej na catej dtugosci osi . Nastepnie jesli ta plaszczyzna
zawiera jedng z osi gldownych przekroju , zginanie nazywa si¢ zginaniem prostym . Jesli
powyzszy warunek nie jest spetniony — zginaniem uko$nym .

1.1. Zginanie proste .

Belka poddana jest wytacznie zginaniu prostemu w przypadku obcigzenia jej uktadem sit
dajacych tylko niezerowy wypadkowy moment wzgledem osi ,,y”’ i niezerowg sit¢ na
kierunku ,,z” (rys. 1). Takie obcigzenie daje w dowolnym przekroju myslowym tylko moment
gnacy My i sit¢ tnacg T, (rys. 2) .

Rys. 1. Przyktadowe obcigzenie belki zginanej .

Rys. 2. Statyka czesci belki po myslowym przecigciu .



Rysunek 2 wskazuje metodyke wyznaczania w dowolnym przekroju ,,x” wielkosci My 1 T,
korzystajac z koncepcji myslowego przecigcia . Mozna zatem uwaza¢ My i T za funkcje
jednej zmiennej ,,x” . Latwo tez wyprowadzi¢ zachodzacy miedzy nimi uniwersalny zwigzek :

. am , (1)
T dx
Dodatkowo : -q= ar, (2)
dx

W dalszym ciagu stosowane beda inne oznaczenia :
Mg=Myi T=T, .
Z zaleznosci (1 ) wynika szczegdlny przypadek , gdy T(x) = 0 a Mg = const. w pewnym
przedziale lub na calej dlugosci belki . Wtedy zginanie nazywa si¢ zginaniem czystym .
Przytoczone ponizej zwiazki teoretyczne opisujg Scisle przypadek zginania czystego .
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Rys. 3. Czyste zginanie .

1.2. Zginanie czyste — opis teoretyczny .
1.2.1 Pole przemieszczen .

Przekroje poprzeczne preta pozostaja po obcigzeniu plaskie (nie wystepuje zjawisko
deplanacji) i obracaja si¢ wokoét osi obojetnej preta o kat 0(x), pozostajac prostopadie do
zakrzywionej osi belki - obowigzuje hipoteza ptaskich przekrojow. Przemieszczenie
srodka cigezkos$ci przekroju opisane jest sktadowa ,,w” w kierunku z. Przemieszczenie
pionowe dowolnego punktu przekroju lezacego w odleglosci z od osi obojetnej w(z) = w
a sktadowa pozioma u(z) w kierunku ,,x” jest pomijalnie mata . Zachodza zwiazki :

O(x)= c;_w i u(z)=-60-z ,zktorych wynika , ze jedyng niewiadoma funkcja jest
X
funkcja ugiecia w(x) osi belki . Pozostate przemieszczenia i obroty wynikajg z

powyzszych zwigzkow .



1.2.2. Deformacja belki zginane;j .
Deformacja w przekroju opisana jest nastgpujacym prawem :

M
K= —*% 3)
El,
gdzie :
M, - moment gnacy w przekroju ,
Kk - krzywizna osi belki ,
E - modut Younga,
Iy - osiowy moment bezwtadnosci .
. T . w'"
Krzywizna ptaskiej linii wyraza si¢ wzorem : k= ———— 4
yw p ) yr ¢ (1+(w)?)" (4)
Dla matych wi w’ wzor na krzywizng upraszcza si¢ do postaci : k= w” (4a)

obowigzujacej w catym kursie wytrzymatosci konstrukcji . W szczegdlnosci po
wstawieniu (4a) do wzoru (3) , dwukrotnym scatkowaniu i wyznaczeniu statych
catkowania z odpowiednich warunkéw brzegowych dostaje si¢ wyrazenie na funkcje
ugiecia w(X) .

1.2.3. Rozktad naprezen w przekroju .
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Rys. 4. Stan naprezenia przy czystym zginaniu .

Jednoosiowy stan naprezenia opisuje si¢ jedng sktadowa ¢ oznaczang jako oy .
Z warunku rownowaznosci wynika $cisty wzor opisujacy rozktad naprezen
normalnych w przekroju :

g

Gg (Z) = - Z, Z€ ( Zmin , Zmax ) (5)

y
gdzie :
M, — moment gnacy w przekroju ,
z - wspotrzedna pionowa punktu w przekroju,
Iy - osiowy moment bezwladnosci, ktory np. dla przekroju prostokatnego
wyraza si¢ wzorem :
I,= b-h¥/12.



1.3. Zginanie poprzeczne .
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Rys. 5. Zginanie poprzeczne .

1.3.1 Pole przemieszczen .

Przekroje poprzeczne preta nie sg po obcigzeniu ptaskie (wystepuje zjawisko
deplanacji) po obrocie wokot osi obojetnej o kat Oy nie sg prostopadte do zakrzywionej
osi belki — nie obowigzuje hipoteza plaskich przekrojow. Niemniej jednak stosuje si¢
zwigzki przemieszczeniowe dla zginania czystego . Przemieszczenie Srodka ci¢zko$ci
przekroju opisane jest sktadowg ,,w” w kierunku z. Przemieszczenie pionowe dowolnego
punktu przekroju lezacego w odleglos$ci z od osi obojetnej w(z) = w
a sktadowa pozioma u(z) w kierunku ,,x” jest pomijalnie mata . Zachodza zwiazki :
O(x)= Z:_W 1 u(z)=-0-z ,zktoérych wynika , ze jedyng niewiadomg funkcjg jest

X
funkcja ugigcia w(x) osi belki . Pozostale przemieszczenia i obroty wynikajg z
powyzszych zwigzkow .

1.3.2. Deformacja belki przy zginaniu poprzecznym .
Deformacja w przekroju opisana jest identycznie jak dla zginania czystego :

M
K= —*% (6)
El,
gdzie :
M, - moment gnacy w przekroju ,
Kk - krzywizna osi belki ,
E - modut Younga,
Iy - osiowy moment bezwtadnosci .
. e . w'"
Krzywizna ptaskiej linii wyraza si¢ wzorem : k= ————— 7
yw p d yr ¢ (1+(w)?)" (7)
Dla matych wi w’ wzor na krzywizng upraszcza si¢ do postaci : k= w” (7a)

obowigzujacej w calym kursie wytrzymatosci konstrukeji . W szczeg6lnosci po
wstawieniu (4a) do wzoru (3) , dwukrotnym scatkowaniu 1 wyznaczeniu statych
catkowania z odpowiednich warunkéw brzegowych dostaje si¢ wyrazenie na funkcje
ugiecia w(x) .



Uwaga . W podstawowym kursie Wytrzymatosci Konstrukcji pomija si¢ wpltyw $cinania
(T£0) w procesie wyznaczania linii ugigcia .

1.3.3. Rozklad naprgzen w przekroju .
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Rys. 6. Stan naprezenia przy zginaniu poprzecznym .

Ztozony stan naprezenia opisuje si¢ jedng sktadowa normalng o, i1 jedna styczng tr .
Wzor opisujacy rozktad naprezen normalnych w przekroju ma postac jak dla zginania
czystego :

g

Cg (Z) =- ‘Z , Z € ( Zmin » Zmax ) (8)

Y
gdzie :
M, — moment gnacy w przekroju ,
z - wspotrzedna pionowa punktu w przekroju,
Iy - osiowy moment bezwladnosci, ktory np. dla przekroju prostokatnego
wyraza si¢ wzorem :
I,= b-h¥/12.
Rozktad sktadowej stycznej trdaje przyblizony wzor :

(=15 9)
7,.(z)=
! 1,-b,
gdzie : Sy* jest momentem statycznym czg¢sci przekroju powyzej poziomu z
b, jest szerokoscig przekroju na poziomie z .

Rozktad ten mozna uwazac za $cisty dla przekroju waskiego prostokata (b<<h) i po
odpowiednich przeksztalceniach przyjmuje postac :

.L.[l_(k)z} (10)



1.4. Zginanie ukosne .

Przypadek gdy ptaszczyzna momentu gnacego nie zawiera zadnej z gtownych osi
bezwladnos$ci przekroju nazywa si¢ zginaniem ukos$nym . Przyktadowe zadanie zginania
ukosnego dla belki o przekroju katownika nierownoramiennego zaprezentowano na rys. 7.

Rys. 7. Zginanie ukos$ne .

Przytoczone ponizej wzory teoretyczne opisuja zginanie uko$ne wzgledem niegldwnych osi
bezwladnosci przekroju y i z (rys. 8) .

1.4.1. Pole przemieszczen .

Rozpatruje si¢ dwie niezalezne funkcje ugigcia w i v w dwoch ptaszczyznach

odpowiednio xz 1 Xy wyznaczonych przez niegldéwne osie z1y .

Przemieszczenie $rodka cigzkosci przekroju opisane jest sktadowa ,,w” w kierunku z 1

sktadowa v w kierunku y .

Przemieszczenie pionowe dowolnego punktu przekroju lezacego w odlegtosci z od osi y :
w(z) = w a zwigzana z nim sktadowa pozioma u*(z) w kierunku ,,x”” jest pomijalnie mata .
Zachodza zwigzki :

0" (x)= Z—W 1 u’(z)=-6°-z ,zktéorych wynika , ze jedyna niewiadomg funkcjg w

X
plaszczyznie zx jest funkcja ugiecia w(x) osi belki . Pozostate przemieszczenia 1 obroty

wynikaja z powyzszych zwigzkow .

Przemieszczenie poziome dowolnego punktu przekroju lezgcego w odleglosci y od osi z :
v(z) = v a zwigzana z nim skladowa pozioma u¥(z) w kierunku ,,x” jest pomijalnie mata .
Zachodzg zwiagzki :

0" (x)= % 1 u’(z)=-60"-y ,zktorych wynika , ze jedyng niewiadomg funkcjg jest

funkcja ugiecia w(x) osi belki . Pozostate przemieszczenia i obroty wynikaja z powyzszych
zwigzkow .

1.4.2. Deformacja przy zginaniu uko$nym .
Deformacja w przekroju opisana jest oddzielnie w ptaszczyznach zx i1 yx nast¢gpujacymi
zalezno$ciami :

R
Kz= —= (11a)
EI
y
i = (11b)



gdzie :
R, - fikcyjny moment gnacy w przekroju w plaszczyznie zx ,

Kz - krzywizna osi belki w ptaszczyznie zx,

Iy - moment bezwtadnosci wzgledem osi vy,

R_ - fikcyjny moment gnacy w przekroju w ptaszczyznie yx ,
Ky - krzywizna osi belki w plaszczyznie yx,

I, - osiowy moment bezwtadnosci wzgledem osi z ,

E - modut Younga.

Fikcyjne momenty gnace zwigzane s3 z momentami gnagcymi My i M; wzorami :
2

R -xM -M Iyz) R -xM,-M Iyz) l—1— L (11c)
U A A T A
Krzywizna ptaskiej linii ugi¢cia w ptaszczyznie zx wyraza si¢ wzorem :
w"

K= o (12

Dla matych wi w’ wzor na krzywizng upraszcza si¢ do postaci :

K, = W’ (12a)
W szczeg6lnosci po wstawieniu (12a) do wzoru (11a) , dwukrotnym scatkowaniu i
wyznaczeniu statych catkowania z odpowiednich warunkow brzegowych dostaje si¢
wyrazenie na funkcje ugiecia w(x) .

Podobnie krzywizna rdwniez ptaskiej linii ugi¢cia w plaszczyznie yx wyraza si¢ wzorem :

"

v
Ky= —————— 13
y (1+(Vv)2)3/2 ( )
Dla matych vi v’ wzor na krzywizng upraszcza si¢ do postaci :
Ky= V"’ (13a)

W szczegolnosci po wstawieniu (13a) do wzoru (11b) , dwukrotnym scatkowaniu i
wyznaczeniu statych catkowania z odpowiednich warunkow brzegowych dostaje si¢
wyrazenie na funkcje ugigcia v(x) .

Ostatecznie wypadkowe ugigcie w przekroju x oblicza si¢ dodajac geometrycznie ugiecia

sktadowe :
f=~w’+v’ (14)

1.4.3. Rozktad naprezen w przekroju .

Rys. 8. Napr¢zenia normalne przy zginaniu uko$nym .



Naprezenie normalne przy zginaniu uko$nym w punkcie o wspotrzednych (y,z) opisuje si¢
wzorem (patrz rys. 8) :

oo (y,z2)=-—>z- % (15)
g Y, )i Ji y

y z

Potozenie osi oboj¢tnej przekroju opisane jest rOwnaniem prostej w postaci :

=

[y z
z= y (16)

I, R,

=

Wyznaczanie ekstremalnych naprezen normalnych nie sprawia wigkszych problemow .
Nietrudno bowiem wytypowac punkty przekroju najbardziej odlegte od osi obojetne;j i
podstawi¢ ich wspotrzedne (y, z) do wzoru 15 .



1. Cel ¢wiczenia .

Celem ¢wiczenia jest weryfikacja do§wiadczalna podstawowych praw i zasad
wytrzymato$ci konstrukeji oraz poszerzenie wiadomosci o pracy konstrukcji pretowych na
zginanie . Bada si¢ r6zne rodzaje zginania , tzn. zginanie proste : czyste i poprzeczne oraz
zginanie uko$ne . Zastosowane techniki laboratoryjne to czujnik zegarowy i tensometria .
Jeden konkretny pomiar moze stuzy¢ do realizacji odrgbnych punktéw sprawozdania .

2. Zginanie czyste.
2.1. Opis stanowiska . Schemat stanowiska pokazano na rys. 1 .

Rys. 1.

Belka spoczywa na dwoch przegubowych symetrycznie rozstawionych w odleglosci ,,1”
podporach . Na koncach belki zawiesza si¢ takie same obcigzniki P . Wtedy w obszarze
mi¢dzy podporami zginanie jest czyste . Przekroj jest prostokatem o wymiarach bxh .
Wszelkie dane geometryczne 1 materialowe dostepne sg na stanowisku . Doktadnie w §rodku
dhugosci zamontowano czujnik ,,c” , tuz obok tensometr nr 8§ a w dowolnie wybranym
migdzy podporami przekroju tensometr nr 9 .

2.2. Wykonanie ¢wiczenia .

a) zapisa¢ w tabeli 1 dane geometryczne 1 materiatowe belki ,

Tabela 1
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b) zapisa¢ w tabeli 2 wskazanie c; odczytane z czujnika zegarowego dla obcigzen (i=0,1,2,...)
a wskazania €; z pomiardw tensometrycznych dla obcigzen (i=1,2,...) .

Tabela 2
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2.3. Opracowanie wynikow .

2.3.1. W kolumnie czwartej tabeli 2 wstawi¢ obliczong strzatke ugiecia fc dla kolejnych
obcigzen .

2.3.2. Wyznaczy¢ warto$¢ doswiadczalng modutu Younga na podstawie pomiaru

a) czujnikowego , b) tensometrycznego dla wskazanego obcigzenia i porownac z wielko$cig
tablicowa . Obliczy¢ btad wzgledny .



2.3.3. Wyznaczy¢ warto$¢ doswiadczalng krzywizny osi belki na podstawie pomiaru

a) czujnikowego , b) tensometrycznego dla wskazanego obcigzenia i poréwnac z wielkoscia
teoretyczng . Obliczy¢ btad wzgledny .

2.3.4. Poroéwnac¢ zmierzong warto$¢ strzalki ugiecia fc dla wskazanego obcigzenia z
wielkos$cig teoretyczng wyznaczong dowolng metoda . Obliczy¢ blad wzgledny .

3. Zginanie poprzeczne .
3.1. Opis stanowiska . Schemat stanowiska pokazano na rys. 2 .
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Rys. 2.

Belke utwierdzong na jednym koncu obcigza si¢ sitami skupionymi P; i P> — osobno lub
réwnoczes$nie . Skokowo zmienny przekroj jest prostokatem o wymiarach bxh . Wszelkie
dane geometryczne i materialowe dostgpne sg na stanowisku . W dwoch obcigzanych
przekrojach zamontowano czujniki ,,ci” 1,,c2” . W okreslonych przekrojach naklejono
tensometry ,,13”, ,,14”, 157 1 ,,16”.

3.2. Wykonanie ¢wiczenia .

a) zaznaczy¢ na szkicu w protokole pomiarowym wszelkie dane geometryczne ,

b) wykona¢ pomiary czujnikowe dla obcigzen P 1 P> zadanych osobno 1 réwnoczes$nie 1
zapisa¢ wyniki w tabeli ,

¢) wykona¢ pomiary tensometryczne dla serii obcigzen sitg Py 1 zapisa¢ wyniki w tabeli .

3.3. Opracowanie wynikow .

a) zweryfikowaé zasade superpozycji korzystajac z wynikdw pomiardéw punktu 3.2.b) ,

b) zweryfikowac zasade Bettiego korzystajac z wynikoOw pomiaréw punktu 3.2.b) ,

c) zweryfikowa¢ zgodno$¢ naprezen dos§wiadczalnych w przekroju ,,13” (punkt 3.2.c) z

wartos$cig teoretyczng ,

d) zweryfikowaé¢ zgodnos¢ naprezen doswiadczalnych w przekroju ,,16” (punkt 3.2.c) z

wartos$cig teoretyczng ,

e) zweryfikowaé zasade de Saint Venanta pordwnujac naprezenia doswiadczalne w

przekroju ,,14” (punkt 3.2.c) z warto$cig teoretyczng ,

f) zweryfikowaé zasad¢ de Saint Venanta porownujac naprezenia doswiadczalne w

przekroju ,,15” (punkt 3.2.c) z warto$cig teoretyczng ,

g) wyznaczy¢ modut Younga na podstawie pomiarow tensometrycznych (p. 3.2.c) w

przekroju ,,13” dla serii zadanych obcigzen i poréwnac z wartoscig tablicowa ,

h) wyznaczy¢ modut Younga na podstawie pomiaréw tensometrycznych (p. 3.2.c) w

przekroju ,,16” dla serii zadanych obcigzen i poréwnac z wartoscig tablicowg ,

1) wyznaczy¢ blad wzgledny i omowi¢ przyczyny niezgodnosci porownywanych wynikow
dla wszystkich podpunktow a) — h) .



4. Zginanie ukosne .
4.1. Opis stanowiska . Schemat stanowiska pokazano na rys. 3 .
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Rys. 3.

Belke podpartg przegubowo w dwoch przekrojach obcigza si¢ sitami skupionymi : pionowg
V i pozioma H — osobno lub rownoczesnie . Przekroj jest katownikiem nierownoramiennym .
W jednym z nich naklejono tensometry o numerach 1 - 5 (otensometrowany przekroj
pokazano na rys. 3) . Wszelkie dane geometryczne i materiatowe dostgpne sg na stanowisku .

4.2. Wykonanie ¢wiczenia .
a) zaznaczy¢ na szkicu w protokole pomiarowym wszelkie dane geometryczne ,
b) wykona¢ pomiary tensometryczne dla serii zadanych obcigzen i zapisa¢ wyniki w tabeli .

4.3. Opracowanie wynikow .

4.3.1. Wyznaczy¢ odksztalcenia w punktach pomiarowych .

4.3.2. Wyznaczy¢ warto$ci do§wiadczalne naprezen .

4.3.3. Wyznaczy¢ i narysowac rozktady naprezen teoretycznych na dwaéch
otensometrowanych krawedziach przekroju .

4.3.4. Na tle wykresu teoretycznego nanie$¢ wartosci doswiadczalne naprezen .

4.3.5. Poroéwnac¢ warto$ci doswiadczalne i teoretyczne napr¢zen w miejscach naklejenia
tensometréw , wyznaczy¢ btad wzgledny .

4.3.6. Na wykresie teoretycznym napr¢zen zaznaczy¢ o§ obojetng zginania ukosnego .



