Elementy rach. macierzowego Materiaty pomocnicze do MES Strona1z7

Elementy rachunku macierzowego

Przedstawione ponizej informacje stanowia krotkie przypomnienie elementéw rachunku
macierzowego niezbgdne dla zrozumienia podstaw metody elementéw skonczonych.
Algorytmy obliczeniowe MES wymagaja niejednokrotnie szerszej znajomosci rachunku
macierzy.

Macierza prostokatna [a,] o wymiarach mxn nazywamy funkcjg, ktora kazdej

uporzadkowanej parze zmiennych naturalnych (i,k), i=12,...m, k=12,..,n
przyporzadkowuje liczbg rzeczywista a,. Macierz zapisujemy w postaci tablicy
prostokatnej majacej m wierszy i n kolumn:

Y Y Y Y
a a a - a
_ _ 21 22 23 2n
[A]_[aif]_ : : : : : (D.1)
mxn * * N : N
aml amZ am3 amn

W przypadku, gdy m =n macierz nazywamy kwadratowa.

Macierza diagonalnag nazywamy macierz kwadratowa, w ktorej wszystkie elementy
poza lezacymi na glownej przekatnej (diagonali) sa rowne zeru (a, =0,i# j).

Macierz [A] nazywa¢ bedziemy wektorem-kolumna i oznacza¢é {4}={a,}

mxl

i=12,...m.

Macierz [A] nazywac bedziemy wektorem-wierszem i oznaczaé \_AJ = LaiJ i=12,...n.

Ixn

Macierza pasmowa nazywamy macierz kwadratowa, ktérej wszystkie niezerowe
elementy leza na przekatnej glownej (diagonali) i w k£ rownoleglych do diagonali liniach
z kazdej strony (a; =0 jesli |i—j| > k).

A] = 2

Liczbg (2k +1) nazywamy szeroko$cia pasma, a liczbg (k+1) — szeroko$cia potpasma

macierzy [4].

Macierza jednostkowa o wymiarze n nazywamy macierz diagonalna o jednostkowych
elementach niezerowych
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[11=[6,]= (D.2)
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gdzie 0, oznacza symbol Kroneckera: 6, =1 gdy i=k, 6, =0,gdy i #k.

Macierza transponowang macierzy [4] = [ajk] nazywamy macierz [A]T =[a,;] powstata

mxn nxm

przez przestawienie wierszy i kolumn. W szczegolnoéci mamy |_qJT ={q} i {q}T =|q].

Macierza symetryczng nazywamy macierz kwadratowa, dla ktorej [A]T =[4] (a; =a,).

Podstawowe dzialania na macierzach
Suma macierzy [A4]=[a,] i [B]=[b,] nazywamy macierz [C]=[a, +b,].

mxn mxn mxn

Operacja dodawania macierzy wymaga zgodnos$ci wymiardw macierzy sktadowych.

Iloczynem macierzy [A]=[a,] przez liczbe rzeczywista A nazywamy macierz

mxn

[B] =[a;].
Iloczynem macierzy [A]=[a,] przez macierz [B] =[b,, ] nazywamy macierz [C]=[c,]

mxn nxp mxp

taka, ze:

n i=12,..m,
=Nab . D3
i jz_:'alf G k=12,...p. B-3)

Mnozenie macierzy jest mozliwe jedynie w przypadku, gdy liczba kolumn pierwszej
macierzy jest rowna liczbie wierszy drugiej macierzy.

Mnozenie macierzy nie jest przemienne ([A][B]#[B][4]).

W podrgcznych obliczeniach iloczyn macierzy oblicza si¢ czgsto za pomoca tak
zwanego schematu Falka:

by - b, - b,
bnl bnk np
a, 4 a,, =1 G,
ay
all ain clk
_aml oo oo e amn_ _cml e oo oo cmp_
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in~nk

n
c, = Zaijbjk =a,b, +a,b,, +..+a,b
j=1

Wybrane wlasnosci dziatan na macierzach

L [4]-([B1[C]) = ([4]-[B])-[C] (D4)
2. alA][B]=(alA])-[B]=[4]-(a[B]) (D.5)
3. ([41-[B1) =[BY[4) (D.6)

Wyznacznik macierzy
Wyznacznikiem macierzy kwadratowej [A] =[a,] nazywamy liczbg¢ rzeczywista

nxn

det[ 4], ktora zdefiniowana jest przez zwiazki
1) dlan=1 det[A] =a,

1x1

2) dlan=2 det[d]=a,-a,—a,-a, (D.7)

2x2

3) dla n>3 wyznacznik obliczy¢ mozna wybierajac dowolny wiersz r
1 stosowac tzw. rozwinigcie Laplace'a
det[A] =a,a,+a,o,++a,a, = Zaﬁa’j (D.8)
j

m m

a, nazywamy dopelnieniem algebraicznym elementu a, macierzy [A] i

obliczamy wg wzoru
a, =(-1)" det[M,j] (D.9)
gdzie [M ] jest podmacierza macierzy [A] powstala przez wykreslenie

r-tego wiersza i j-tej kolumny macierzy [4].
W szczego6lnoscei dla n =3 otrzymamy wybierajac r =1
det[A] = a,; -(ay, - ay; - a5y - a5y) =y (Ay - A3y — Ay - a5)) + (D.10)
+ay;-(ay - a3, —ay - ay)
Wyznacznik obliczy¢ mozna rowniez stosujac analogiczne rozwinigcie
Laplace'a wzgledem wybranej kolumny.
Macierz, ktorej wyznacznik jest rowny zeru nazywamy macierza osobliwa.

Rzedem macierzy A4 nazywamy najwigkszy wymiar podmacierzy kwadratowe]
powstatej przez wykreslenie czgsci wierszy 1 kolumn, dla ktérej wyznacznik jest rozny
od zera. Rzgdem macierzy nieosobliwej o wymiarze n jest wigc n. Rzad macierzy
osobliwej jest mniejszy niz jego wymiar.

Wybrane wlasnosci wyznacznika:

1. Jezeli jakiekolwiek dwa wiersze (kolumny) sa liniowo zalezne (daja sig
przedstawi¢ w postaci liniowej kombinacji pozostatych) to wartos$¢

wyznacznika jest rowna zeru.
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2. det[A] =det[A4]".
3. Wyznacznik macierzy diagonalnej jest réwny iloczynowi jej elementow

diagonalnych.
4. det([A] . [B]) = det[ 4]- det[ B].

Macierz odwrotna
Macierza odwrotna nieosobliwej macierzy [4] nazywamy macierz [A]" taka, ze

nxn

[A]-[A]" =[A]'[A]=[1]=[5,].

Istnieje doktadnie jedna macierz odwrotna macierzy nieosobliwej

4] =——[a]".

B det 4
gdzie a, sa dopetnieniami algebraicznymi elementow a, macierzy [A].

Uklad rownan liniowych. Zagadnienie wlasne
Uklad m réwnan liniowych z n niewiadomymi

D ax; =b (i=12,-,m)
j=1

zapisa¢ mozna w postaci macierzowe;j

[4]{x} = b}

mxn  nx1 mx1
Uktad nazywamy sprzecznym, gdy nie posiada zadnego rozwigzania, oznaczonym - gdy
posiada doktadnie jedno rozwiazanie, albo nieoznaczonym, gdy posiada nieskonczenie
wiele rozwiazan.
Twierdzenie Kroneckera-Cappelliego uzaleznia istnienie rozwiazania uktadu od rzedow
macierzy uktadu

a4y a,,
[4]=
mxn
aml amZ amn
1 macierzy rozszerzonej
a,  ap a, bl
a a a b
21 2 2 p)
(€] = '
mx(n+l)
aml amZ e amn m

Rzedem macierzy [A] nazywamy najwickszy wymiar kwadratowej podmacierzy
macierzy [A] majacej rozny od zera wyznacznik 1 oznaczamy R ([A]) .

Zgodnie z twierdzeniem Kroneckera-Cappelliego

a) uktad rownan jest sprzeczny, gdy R(4) # R(C)

b) uktad réwnan jest oznaczony, gdy R(A)=R(C)=n

c¢) uklad jest nieoznaczony, gdy R(A)=R(C)<n
W przypadku macierzy kwadratowej (m =n) uklad jest wigc oznaczony jedynie w
przypadku, gdy det[ 4] # 0. Rozwiazaniem uktadu jest wtedy
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{x} =141 {B]
Rozwiazywanie uktadow réwnan metoda poszukiwania macierzy odwrotnej jednak
zazwyczaj nie jest stosowane. Inne, bardziej efektywne metody poszukiwania
rozwiazania wymagaja zwykle mniejszej liczby operacji arytmetycznych.
W przypadku jednorodnego uktadu » réwnan z n niewiadomymi

[A]{x} = {0
istnieje zawsze rozwiazanie trywialne {x}={0}.
Rozwiazania nietrywialne istnieja wtedy i tylko wtedy, gdy R ([A])<n, a wigc w
przypadku, gdy det[A]=0.

Wartosci wlasne i wektory wlasne
Liczbg A 1 nieznany wektor {x} nazywamy odpowiednio warto$cia wlasna 1 wektorem

wiasnym macierzy [A], jesli spetniaja rownosé

[A]{x} = l{x} .
Wektor wlasny moze by¢ wyznaczony jedynie z doktadnos$cia do mnoznika, tzn.
jesli {x} jest wektorem whasnym to ¢ {x} jest nim rowniez.

Po przeksztatceniu rownania wlasnego do postaci:
(L41=AL17){x} = {0]

stwierdzi¢ mozna, ze wartoS§ci wilasne A sa pierwiastkami wielomianu

charakterystycznego macierzy [A]
p(A)=det([A]-AI])= A"+ BA"" + A" +..+ B, =0

Numeryczne rozwiazanie zagadnienia wtasnego nie polega jednak na rozwiazaniu
wielomianu charakterystycznego.
Stosowane sa zwykle inne, przewaznie iteracyjne techniki obliczeniowe.

Forma kwadratowa. Dodatnia okreslonos¢
Wyrazenie typu

0= Y ayxx, = x][]{a}.

i=l j=1
gdzie [A] jest macierza symetryczng nazywamy forma kwadratowa zmiennych x,,
i=12,...,n
Jesli dla dowolnego niezerowego wektora {x} 0 >0 to form¢ kwadratowa nazywamy

dodatnio okreslona.
Jesli O <0 — formg nazywamy ujemnie okreslona. Te same okreslenia stosowane sag w

stosunku do macierzy [A] definiujacej funkcje kwadratowa (dodatnia i ujemna
okreslonosc).

Uogo6lniona forma kwadratowa nazywamy wyrazenie typu:

0=3 3+ Db = J[l{x} L x {8

i=l j=1
Ekstremum formy kwadratowej jest okreslone przez warunki
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Powyzsze warunki =zapisane w postaci macierzowej przyjmuja w przypadku
symetrycznej macierzy [ A] postaé

2[4]{x}+{b} =0.
Otrzymany uktad réwnan liniowych stanowi warunek konieczny 1 dostateczny
ekstremum formy kwadratowe;j Q({x}) a w przypadku, gdy macierz [A] jest dodatnio
okreslona stanowi warunek minimum.
Szczegdlne wilasnosci macierzy typowego ukladu réwnan w MES (symetria,

pasmowos$¢, dodatnia okreslonos$¢) sa wykorzystywane w procedurach obliczeniowych
dla zwigkszenia efektywnosci obliczen.

PRZYKLADY
PrRzZYKLAD 1
1 2
Niech [A]=|3 4 |. Obliczmy [A]-[A]".
5 6
1 3 5]
12 4 6]
Wedtug schematu Falka: 1 2|[5 11 17]
3 4|11 25 39
5 6][17 39 61
5 11 17]
ezyli [C]=[A4]-[4] =| 11 25 39].
17 39 61]
PRZYKLAD 2

Wykazaé, ze macierz sztywnosci elementu belki [k] jest osobliwa

6 31 -6 3l

2EJ 31 201 =31 I?
[k]=—

P |-6 =31 6 -3l

3l P =31 2P

W macierzy [k] zauwazy¢ mozna liniowa zalezno$¢ migdzy wierszami (i kolumnami), stad wniosek, ze wyznacznik

musi by¢ zerowy. Na przyklad wiersz pierwszy jest wynikiem przemnozenia wiersza trzeciego przez —1. Wiersz
pierwszy moze by¢ tez otrzymany przez sumowanie wierszy drugiego i czwartego i podzielenie wyniku przez /.
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PRZYKLAD 3
2 11

Niech [A]=|1 1 0]. Wyznaczy¢ [A]_l.
0 0 1

Wyznaczamy najpierw wartos¢ wyznacznika:

det[A]=2-(-1)*-(1-1-0-0)+1-(=1)’-(1-1=0-0)+1-(=)*-(1-0-1-0)=2—-1=1

det[4]=1.
Oznacza to, ze istnieje macierz odwrotna. Macierz dopetnien algebraicznych jest w tym przypadku réwna:
1 -1 0
[a,]1=]-1 2 0]
-1 1 1
Stad [A]” = ! [, ]
det[A]
1 -1 -1
[A]'=|-1 2 1
0 0 1
Sprawdzamy:



