WYKLAD 5
WPROWADZENIE DO METQOD
NUMERYCZNYCH DLA ROWNAN
ROZNICZKOWYCH ZWYCZAJNYCH
(ZAGADNIENIA POCZATKOWE)




Celem tego wyktadu jest elementarne wprowadzenie do problematyki analizy numerycznej
zagadnien poczatkowych formulowanych dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych i1 ich
uktadow. Sa to zagadnienia o wielkim znaczeniu dla praktyki inzynierskiej, a to z
nastepujgcych powodow:

1.Rownania rozniczkowe zwyczajne sg narz¢dziem stosowanym powszechnie do
modelowania dynamiki rozmaitych zjawisk 1 ukladéw fizycznych i technicznych
(mechanicznych, elektrycznych, elektronicznych, chemicznych, biologicznych, itd.), w
ktorych fakt rozciggtosci przestrzennej moze by¢ pominigty lub nie prowadzi do
koniecznosci uzycia rownan rozniczkowych czastkowych (np. dynamika ciala
sztywnego). O uktadach takich méwimy, ze majg ,,parametry skupione”, tj. stan takich
uktadéw moze by¢ opisane za pomoca zbioru funkcji zaleznych wytacznie od czasu.

2.Znakomita wigkszos¢ istotnych dla zastosowan technicznych zagadnien formutowanych
w terminach rOwnan r6zniczkowych nie moze by¢ rozwigzana metodami analitycznymi,
a jesli nawet to jest to trudne 1 wymaga rozlegtej wiedzy teoretyczne;.




Rozwazmy zagadnienie poczatkowe dla rOwnania rozniczkowego 1-szego rzedu w postaci
standardowej, tj.

{Y'(t) = F[t, y(t)]
y(t) = Yo

Funkcja F 1 wystepujace w warunku poczatkowym wartosci ty 1 Yo sg zadane. Jesli funkcja
prawej strony F nie zalezny jawnie od czasu, tj. F = F(y), powyzsze roOwnanie nazywamy
autonomicznym.

Pominiemy dalej prezentacje ogdlnej teorii zwigzanej z istnieniem 1 jednoznacznoscia
rozwigzan. Zamiast tego, rozwazymy dwa pouczajace przyktadu.

Pokazemy po pierwsze, ze rozwigzanie nie musi byC¢ jednoznaczne. Oto ,,standardowy”
przyktad takiego zagadnienia

{y'(t) = 3y”*(t)
y(0)=0

Latwo sprawdzic, ze posiada ono dwa rozwigzania, a mianowicie

Y,()=0 , Y=t




Powodem takiej sytuacji jest pogwatcenie przez funkcje prawej strony warunku Lipschitza
w otoczeniu zera. Istotnie, pochodna F'(y) =2y~ jest nieograniczona, gdy y — O.

Nastepny przykiad pokazuje, ze rozwigzanie (chociaz jedyne) moze nie istnie¢ dla dowolnie
dhugiego czasu. Rozwazmy bowiem zagadnienie

{y'(t) = y*(t)
y(0)=1

Rozwigzanie ma posta¢ Y (t) = —— 1 jest oczywistym, ze limY (t) = +oo, tj. rozwigzanie to

— t—>1

,,eksploduje” w skonczonym czasie t = 1.

Metoda numeryczna — gléwna idea

Rozwigzujgc numerycznie zagadnienie poczatkowe staramy si¢ okresli¢ przyblizong wartos¢
rozwiazania w skonczonym (i zwykle bardzo licznym) zbiorze dyskretnych chwil czasu w
pewnym przedziale [t,,t, +T]. Dystans pomiedzy dwiema sasiednimi chwilami nazywamy
krokiem catkowania, tj. h, =t _, —t,.




W najprostszym podejsciu, krok catkowania jest staly, ale czgsto stosuje si¢ (o zastosowana
metoda na to pozwala) strategie zmiany kroku oparta na oszacowaniu doktadnosci
przyblizonego rozwiazania (adaptacja kroku calkowania).

Rozwigzanie przyblizone wyznaczamy ,,z kroku na krok™ postugujac sie pewng recepta
(zwang metodg lub schematem catkowania), ktora mowi jak obliczy¢ przyblizone rozwigzanie

w kroku k+1-szym ( w czasie t _, =t _+h ) znajac je w kroku k-tym (i — ewentualnie —
poprzednich).

Ogolna posta¢ schematu catkowania naszego zagadnienia moze by¢ zapisana nast¢pujaco:
Yirr = Yi T Ol n1y Yy o2y Yeenozy o s Yios b Vil
gdzie y;, J=k—(n-1),...,k+1 oznacza przyblizong wartos¢ rozwigzania w chwili t = ;.

Funkcja G nie musi by¢ zadana wprost wzorem — powyzszy zapis symbolizuje pewna
procedure obliczeniowg (by¢ moze bardzo ztozong), ktorej celem jest wyliczenie przyrostu
rozwigzania w przedziale czasu [t ,t, ],




W ogoélnosci, powyzsza ,,recepta” moze by¢ wielokrokowa, tj. moze wykorzystywaé wartosci
rozwigzania 1/lub wartosci funkcji prawej strony z kilku poprzednich krokow (czyli liczna n w
powyzszym wzorze jest wigksza od 1). Jest oczywistym, ze tylko metoda jednokrokowa
(n =1) jest samostartujaca, albowiem w zagadnieniu warunek poczatkowy jest postawiony
tylko dla jednej (poczatkowej) chwili czasu.

Mowimy, ze schemat calkowania jest jawny (otwarty, ang. explicit) jesli procedura
catkowania (symbolizowana przez funkcje G) nie zawiera w sposob uwiklany odwotania do
wielko$ci wyznaczanej, czyli Yy Innymi stowy, na lisScie argumentow funkcji G nie
Wyste;puje Yk+1 ani tk+1-

W przeciwnym wypadku schemat catkowania nazywamy niejawnym (zamknietym, ang.
implicit). Jesli schemat jest niejawny to formuta metody catkowania jest uwiktana 1 w kazdym
kroku czasowym trzeba rozwigzan pewien problem algebraiczny (zwykle nieliniowy), aby
wyznaczy¢ Yy+1. Wynika stad, ze metody niejawne jest bardziej skomplikowana w uzyciu,
posiadajg jednak pewna istotng przewage nad metodami jawnymi, o czym pdznie;j.




Metoda Eulera. Zgodnosé, stabilnosé i1 zbieznosé.

Najprostsza metoda catkowania to Metoda Eulera. Formule tej metody wyprowadzamy
stosujgc rozwini¢cie Taylora. Zatozmy, ze Yy =Y (1) jest rozwigzaniem $cistym zagadnienia
poczatkowego, przy czym funkcja Y posiada ciggle pochodne do rzedu rownego
(przynajmniej) 2. Mozemy wowczas napisa¢ rownos¢ (na podstawie tw. Taylora)

Y(t+h)=Y@®)+h Y'(t) +3ih®"(t+6-h), 6c(0,1)
“F(tY (1))

Dla dostatecznie matego kroku catkowania h czton z h’ moze by¢ zaniedbany, co prowadzi do
nastepujgcej formuty

Yir = Y T I,y ] =y, +hE

Py

gdzie y,, Y,., to przyblizone warto$ci, odpowiednio, Y (t, ) 1Y (t, +h).

Jaki blad popetlniamy stosujac powyzszg formute? Dokladniej: jaka jest réznica pomiedzy
rozwigzaniem $cistym i przyblizonym w chwili t =t_,, jesli zatozy¢, ze y, =Y (t,)?




Réznice te nazywamy lokalnym bledem calkowania (LBC) i oznaczamy e(h). Jest to
podstawowa  charakterystyka kazdej metody catlkowania przyblizonego rownan
rozniczkowych.

Mowimy, z¢ metoda calkowania jest zgodna wtedy i tylko wtedy, gdy Ihlng e(h)=0.
Kazda sensowna metoda musi by¢ zgodna.
Zgodnos¢ metody Eulera jest tatwa do wykazania. Z wyprowadzenia formuty tej metody

wynika natychmiast, ze
e(h)=Y (&, +h)— Y, = %hZY "(t,+0-h)

gdzie oznaczylismy Y, , =Y (t. ) +hF[t Y (t )]. Jasnym jest, ze Ihlng e(h)=0.

Wazng charakterystyka kazdej metody catkowania jest jej rzad dokladnosci. Mowimy, ze
metoda catkowania ma rzad dokladnosci rowny r (lub po prostu — jest rzedu r) wtedy i tylko
wtedy, gdy

=0,

r+1
e(h)=Ch"™+o(h™), C#0 , jim &)

h—0 h r+1

Whnioskujemy natychmiast, ze Metoda Eulera jest metoda 1-szego rzedu.




Innym waznym zagadnieniem jest problem stabilnosci metody catkowania. Jest to
zagadnienie szerokie I zbyt zaawansowane aby omawiac je szczegoétowo, totez ograniczymy
si¢ do wyjasnienia idei stabilnosci na przyktadzie.

Rozwazmy nast¢pujacy problem ,testowy”
y'(®)=4y(®) . y(0) =Y,
gdzie A = A, +iA, jest zadang liczbg zespolona. Sciste rozwigzanie tego problemu ma postaé:

Y (t) =Y, exp(At) =Y,e’* (cos A, t +isin A,t)

Zauwazmy, ze jeSli A, <0, to lim|Y (t)|=0.

t—o0

Zastosujmy do zagadnienia testowego metode Eulera. Dla rozwazanego przypadku metoda
ta generuje geometryczny cigg liczb (zespolonych), opisany nast¢pujaca regula
rekurencyjng (cigg geometryczny)

Yin = Yk +th = Yy +hﬁ“yk = Y« (l—|—hﬂ,)

z ktore] wynika, ze kolejne wartosci przyblizonego rozwigzania zadane sg wzorem

y, = (1+hA)*Y,




Powstaje pytanie: Kkiedy otrzymany ciag liczb adekwatnie odwzorowuje zachowanie
rozwigzana dokladnego dla duzych czasow?

Jesh A, <0 to cigg ten powinien by¢ ograniczony 1 jego elementy powinny dazy¢ do zera gdy
k — 0. Tak bedzie jedynie wtedy, gdy [L+hA|<1, tj. gdy liczba zespolona hA nalezy do
wnetrza okregu (na plaszczyznie zespolonej) o rOwnaniu |Z — (-1, 0)| =1. Zauwazmy, ze jesh
krok czasowy jest zbyt wielki i liczba hA lezy poza tym okregiem, to ciag liczbowy
{yk k =0,1,2,...} jest nieograniczony — méwimy, ze metoda jest wowczas niestabilna.

Jezeli A€ R 1 A =—u<0 to warunek stabilnoS$ci przyjmuje postac

-1<1-hu<l < h<E

7

Mowimy, ze metoda Eulera jest warunkowo stabilna, tj. stabilnos¢ ma miejsce pod
warunkiem, ze krok calkowania jest dostatecznie maly.

Zauwazmy, ze dla ujemnych 1 rzeczywistych warto$ci parametru A rozwiazanie dokltadne
maleje monotonicznie do zera. Cigg warto$ci rozwigzania przyblizonego bedzie poprawnie
odtwarzal taki charakter rozwigzania jedynie wtedy jesli spetniony bedzie jeszcze mocniejszy
warunek, a mianowicie 0 <1—-hu <1, tj. gdy h<1/ 4.




Rozwazmy zagadnienie wyznaczenia przyblizonego rozwigzania w pewnym przedziale czasu
o dtugosci T, tj. t e (t,,t, +T). Zatdozmy, ze liczba krokéw catkowania wynosi n, a wszystkie
kroki sg tej samej dlugosci h=T /n.

Globalnym bledem calkowania (GBC) danej metody numerycznej nazywac¢ bedziemy
wielkos¢
E(h) = max|Y (t, +kh) - yk|

O<k<n

Zaktadamy oczywiscie, ze Y, =Y (t,).

Mowimy, z¢ metoda calkowania jest zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy rIllrEI E(h)=0.
nh=T

Zbieznos¢ metody to wlasnos¢, ktora gwarantuje, ze najwieksze odchylenie rozwigzania
przyblizonego od rozwigzania Scistego moze by¢ uczynione dowolnie malym poprzez
odpowiedni dobor kroku calkowania. Zauwazmy, ze im mniejszy krok tym wiecej ich
trzeba wykona¢! W metodzie zbieznej nie nastepuje zatem Kkatastrofalna kumulacja
bledow popelnianych w kazdym kroku catkowania.




Pokazemy, ze metoda Eulera jest zbiezna. Jesli rozwazymy problem testowy, to wniosek
jest natychmiastowy, mamy bowiem

yn - (1+ hﬂ)nYO = (1+ %)nYO W}Yoe/ﬁ :Y (T)

W przypadku ogdlnym dowdd opiera si¢ na zalozeniu, ze funkcja prawej strony F speinia
warunek Lipschitza wzgledem drugiego argumentu, tzn.

AL>0,Vtel, vy, Y, eR:|F(t,y,)-F(ty,)|<L-|y,— Y,
Zgodnie z tw. Taylora rozwigzanie doktadne spetnia rownosé
Y(t.,)=Y(t)+hFt,Y(t)]+B, , B =ih?Y"(r,) , 7 e(t,t.,)
Rozwigzanie przyblizone w chwili t =t,_, obliczane jest natomiast ze wzoru
Yier = Vi T hF (L i)

Odejmujac stronami otrzymujemy zwigzek pomiedzy E, =Y (t, )y, 1 E, ;=Y (1) — Y..1:

E..=E +h[F(.Y)—-F(.y)]+B




Z warunku Lipschitza 1 oczywistej nieréwnosci |a + b| < |a| + |b| wynika, ze:
E...| < (@+hL)|E|+|B|<(@+hL)|E|+B

gdzie B=1h’M, , M, = max

te[ty th+T1]

Y ”(t)| . Otrzymana niero6wnos$¢ ma forme

E..|<alE]|+b , a=1+hL, b=B

Stosujac  metode indukcji mozna wykaza¢ prawdziwo$¢ nastepujgcej nierownosci

(¢wiczenie!)
k

ak -1
E|<b ‘|E
E<b——+a'|E,|
czyli
k
E,|< B(l+th) 1 @ nLKE,

Dalej, korzystajac z oczywistej nierdwnosci € >1+ X mamy dlak =n

eLhn _1

E |<B(1+hL)”—1
"= hL

+(1+hL)"|E,|<B +e"™M|E :E(eLT ~1)+e""|E
0 0 hL 0




Ktadagc E,=0 (warunek poczatkowy zadany jest dokladnie) i podstawiajagc B =1h’M,
otrzymujemy oszacowanie btedu na koncu przedziatu catkowania o dlugosci T

M
E.|<=2(e"" -1)h
Jak wida¢, dla dowolnego T mamy lim |E,| =0, co dowodzi zbieznosci. Nalezy zauwazy¢, ze

GBC maleje proporcjonalnie do h.

Mogloby sie wydawagé, ze zgodnos¢ metody calkowania jest warunkiem wystarczajacym
jej zbieznosci. Nastepujacy kontrprzyklad pokazuje, ze wcale nie musi tak by¢!

Rozwazmy tzw. schemat skokowy zadany wzorem

Yeur =Ya t+ 2h F(tw Yk)

Schemat ten jest zgodny 1 jego rzad wynosi 2. Dowodzi tego nastepujacy rachunek




Y (L +h) =Y (t)+hY () +3h*Y "t ) +$h*Y ()
Y (t, —h) =Y (t,)—hY '(t,) + £h?Y "(t,) - :h% "(& )

=
Y(t +h)-Y(t —h)=2hY'(t ) +O(h®)
U
Y(t +h)=Y(t, —h)+2h Y'(t) +O(h°)
FIt.Y ()]  e(h)

Zastosujmy schemat skokowy do nastepujacego zagadnienia poczatkowego

{y’(t) =-2y(t)+1
y(0)=1

Rozwigzanie doktadne (sprawdzi¢!) ma postac

Y(t)=3(e® +1)




Otrzymujemy wzoOr rekurencyjny drugiego rzedu postaci

Vi = Vi +20(=2Y, +1) =—-4hy, +Yy, , +2h

Wyprowadzimy formule ogdlng ciagu {y,,k=0,1,2,..}. W tym celu musimy rozwigzac
rownanie réoznicowe (nie rozniczkowe!) 2-ego rzedu postaci

Yo TNy, =y, =2h

Podobnie jak rownanie rézniczkowe, rownanie réznicowe 2-ego rzedu potrzebuje dwoch
warunkoéw poczatkowych — trzeba okresli¢ wartos¢ y, 1 y,. Wykorzystamy w tym celu znane

rozwigzanie analityczne 1 przyjmiemy, ze
_ __ 1 ({a—2h
Yo =1, Y1 —5(6 "’1)
Analogicznie jak w przypadku liniowego rOwnania rézniczkowego, rozwigzanie zagadnienia

roznicowego jest sumg rozwigzania ogdlnego rownania jednorodnego i1 rozwigzania
szczegoOlnego rownania pelnego. Rdwnanie jednorodne ma postac

2., +4hz, -z, =0, k=12,...




Przewidujemy rozwigzanie roOwnania jednorodnego w postaci potegowe]
Z, =S
gdzie liczba rzeczywista s podlega wyznaczeniu. Po podstawieniu do réwnania ré6znicowego i

podzieleniu otrzymanej rownosci przez s* (jest to wykonalne bo k >1) otrzymujemy tzw.
roOwnanie charakterystyczne

s* +4hs—-1=0

Ktore ma dwa pierwiastki (rzeczywiste i rozne)

s, =—2h++1+4h* | s,=-2h—+/1+4h?

Rozwigzaniem ogdlnym roOwnania jednorodnego jest cigg liczbowy postaci
z, =C;s +C,s;

przy czym state C; | C, sg (na razie) dowolne.




Rozwigzanie szczegdlnym roOwnania niejednorodnego (czyli petnego) jest poszukiwane w
formie ciggu stalego g, = M . Po podstawieniu otrzymujemy natychmiast M = 1.

Ostatecznie zatem rozwigzanie ogolne rownania niejednorodnego ma postac

_ k k |1
Y = Clsl +C282 +3

Stale C; 1 C, dobieramy tak, aby otrzymac zalozone wartosci Yy, I y,. Nie musimy wyznaczac
ich explicite, dla naszych potrzeb wystarczy stata C, nie jest (na ogo6t) rowna zeru.

Aby zrozumie¢ w czym tkwi problem wystarczy zauwazyc¢, ze przy dowolnym (i oczywiscie
dodatnim) kroku catkowania h pierwiastki s; and s, spelniaja nierownosci |s,|<1 , |s,|>1.

Jesli zatem C, # 0 to drugi sktadnik rozwigzania ro$nie nieograniczenie wraz ze wzrostem
wyktadnika k (czyli ,,w czasie”) i w konsekwencji I!im Y, | = 0.
—>0

Takie zachowanie przyblizonego rozwigzania jest kompletnie bledne — rozwigzanie doktadne
jest dla duzych czaséw ograniczone 1 dgzy do wartosci 2. Innymi stowy, schemat skokowy -
chociaz zgodny — jest bezwarunkowo (tj. dla dowolnie matego kroku catkowania)
niestabilny i tym samym bezuzyteczny.




Podsumowujac: kazdy uzyteczna metoda catkowania powinna by¢ nie tylko zgodna, ale
roOwniez stateczna, przynajmniej pod warunkiem, ze krok catkowania jest dostatecznie maty.
Tylko metoda zgodna 1 stabilna zarazem moze by¢ zbiezna. Dla szerokiej klasy metod
prawdziwe jest rowniez stwierdzenie odwrotne. Krotko:

Z.godnosc + Stabilnos¢ = Zbieznos¢

Istniejg metody catkowania, ktore sg stabilne bez wzgledu na wielkos¢ kroku calkowania
(nazywamy je bezwarunkowo stabilnymi). Przyktadem takiej metody jest niejawna metoda
Eulera

Yisr =Y th \F [t yk+11 =Y thF

I:k +1

Podobnie jak zwykta (tj. jawna) metoda Eulera, metoda niejawna jest 1-ego rzedu.

Cwiczenie: pokazaé, ze niejawna metoda Eulera zastosowana do zagadnienia testowego
y'(t)=Ay(t) , y(0)=Y, generuje ciag wartosci {Y,, Yy, Yo,y taki, ze ciag
{|y0|,|yl|,..,|yk|,..}zbiega monotonicznie do zera, bez wzgledu na wielkos¢ kroku catkowania

h.




Bezwarunkowo zbiezna jest rowniez metoda Cranka-Nicholsona (znana tez jako metoda
Adamsa-Moultona). Formuta tej metody przedstawia si¢ nastepujaco

Yisr = Y +zhF +F 4]

Metoda C-N jest 2-ego rzedu. Zauwazmy, ze jej formuta moze by¢ otrzymana jako ,,Srednia
arytmetyczna” jawnej 1 niejawnej metody Eulera.

Cwiczenie:

e Dowies¢, ze metoda C-N jest 2-ego rzedu.

e Wykaza¢ (postugujac si¢ zagadnieniem testowym), ze metoda C-N jest bezwarunkowo
stabilna, ale jesli krok catkowania jest zbyt wielki moze generowac sztuczne (tj. nie
wystepujace w Scistym rozwigzaniu) oscylacje (nalezy rozwazy¢ przypadek rzeczywistej
1 ujemnej wartosci parametru A).




Konstrukcja metod catkowania wyzszych rzedow

Omowimy krotko jedng z metod konstruowania jawnych metod catkowania wyzszych
rzedow. Naturalne podejscie polega na wykorzystaniu rozwinigcia w szereg Taylora.
Pokazemy jak dziata ta metoda na przyktadzie schematu 2-ego rzedu.

Rozwazmy formute Taylora zakladajac, ze rozwigzanie zagadnienia poczatkowego Y = Y(t)
ma dostateczng regularnosc (przynajmniej trzy pierwsze pochodne ciggte)

Y (t+h) =Y (t)+hY (t) + 2 h%Y "(t) + O(h°)

Wystepujace w powyzsze] formule pochodne mozna wyrazi¢ za pomoca funkcji prawe;j
strony i jej pochodnych, a mianowicie

V(1) = FILY ()]
Y'(t) =o,F[tY (t)]+0,F[t,Y (1)]-Y'(t) = 6,F[t,Y ()] +8,F[t,Y (t)]- F[t,Y (t)]

Po podstawieniu i odrzuceniu cztonow O(h®) otrzymujemy metode catkowania 2-ego rzedu

y(t +h)=y(t )+hF(t.,y,)+3h*(o,F +0,F-F)(t., Y)




Opisane podejscie mozna uogolni¢ dla metod dowolnie wysokiego rzedu. Jednak, takie
podejscie do konstruowania metod catkowania nie jest praktyczne, bowiem wymaga jawnego
obliczenia pochodnych czastkowych wysokiego rzedu dla funkcji F, co prowadzi do bardzo
ztozonych 1 zmudnych w wyznaczaniu wzoréw. Moze tez by¢ 1 tak, ze jawna postac¢ funkcji F
jest tak skomplikowana, ze analityczne obliczenie formy jej pochodnych czastkowych jest
praktycznie niewykonalne.

Jak zatem skonstruowac¢ metode wyzszego rzedu dokladnosci bez obliczania pochodnych
funkcji prawej strony F ?

Jednym z mozliwych podejs¢ prowadzi do waznej rodziny metod znanych jako metody
Rungego-Kutty. Pokazemy jak przebiega wyprowadzenie metody R-K 2-ego rzedu.

Poszukujemy jawnej metody catkowania o nastepujacej formie

[y(t +h)=y(t)+ WK, +w,K,
Klth(tk’yk)
K, =hF[t +ah,y, + K]

N\

"




Musimy wyznaczy¢ wartosci parametrow Wy, Wy, o 1 f w taki sposob, aby uzyska¢ 2-gi rzad
doktadnosci. W tym celu przeksztatcimy wyjsciowa posta¢ metody R-K w taki sposob, aby
mozna ja bylo porOwnan z generyczng metodg 2-ego rzedu wyprowadzong wczesniej z
rozwiniecia w szereg Taylora.

Rachunek przebiega nastepujaco

Y +h) =Y )+whF[t, Y (t)]+whF{t +ahY (t)+ ShF[t,Y (t )]} =
=Y () +WhF[t,Y (& )]+ wh{F[t.Y )]+ o, F[t,Y ()] ah+
+6yF[tk’Y(tk)]'ﬂhF[tk’Y(tk)]+o(h2)}

Po prostych przeksztalceniach mamy
Y (t, +h) =Y (t)+ (W, +W,)hF L, Y (8 )] +h2(W,a ,F +w, 80, F - F)[t,.Y (t,)]+O(h°)

Otrzymana formula jest rownowazna uzyskanej wczesniej jesli tylko parametry metody R-K
speiniajg warunki

_ _ _1
W +w, =1, a=06, aw,=3




Mamy 3 warunki (nieliniowe) dla 4-ech parametrow — rozwigzanie zapewne nie jest jedyne.
W istocie — teoretycznie mamy nieskonczenie wiele metod R-K 2-ego rzedu. W praktyce

wykorzystywane sg (bywaja) dwa warianty szczegolne:
e metoda Heuna (zwana tez po prostu RK2): w, =w, =3 , a=4=1
ry(tk +h) = Y(tk) +%(K1 + Kz)
K, =hF(t. y,)
K, =hF[t +h,y, +K/]

\

"

e metoda Cauchy’ego-Eulera: w, =0 , w, =1, a=£=1
Yt +h) =y(t)+K,

K, =hF(t.,V,)

\Kz =hF[t, +3h,y, +3K|]

N\

Metody wyzszego rzedu otrzymywane s3a w analogiczny sposob. Potrzebne jest
wprowadzenie wigkszej liczby wielkosci oznaczanych wielkg literg K 1 wieksze) liczby
parametrow. Wyznaczanie ich wartosci robi si¢ skomplikowane (warunki maja forme
nieliniowych rownan algebraicznych), ale jest wykonalne.




Wyznaczenie postaci metody 4-ego rzedu wymaga wprowadzenia czterech wielkosci typu K i
13-stu swobodnych parametrow. Liczba warunkéw do spelnienia wynosi ,,tylko” 11, zatem
ponownie metod 4-ego rzedu jest wiele.

Najbardziej popularny wariant oznaczany po prostu jako metoda RK4 wyglada nastepujaco

y(t, +h)=y(t ) +3(K +2K, +2K; +K,)
K =hF(t.,V,)
K, =hF[t, +3h,y, +3K ]
K, =hF[t +3h,y, +3K,]
K,=hF[t +h,y, +K,]

W kazdym kroku czasowym metody RK4 funkcja prawej strony F jest obliczana 4 razy (w
RK2 — dwa razy, w metodzie Eulera (de facto RK1) — 1 raz). Nalezy podkresli¢, ze w
metodach RK rzedy wyzszego niz 4 liczba odwotan do funkcji prawej strony jest wigksza niz
rzad. Np. metody 5-ego rzedu ,,wywoluja” funkcje F co najmniej 6-cio krotnie, a rzedu 6-ego
— €0 najmniej 8-krotnic w kazdym kroku czasowym. Z tego powodu metody RK rzedy
wyzszego niz 5 nie s3 w praktyce uzywane.




Uogolnienie na uklady réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Omowione wczesnie] schematy catkowania mozna wuogélni¢ na uklady réwnan
rozniczkowych zwyczajnych, o ile majg one postac¢ standardowg, a mianowicie

_yl_ i fl(t’ yl(t)’ yz (t)"" yn (t))_ _yl(to)_ le
LARZ M RACHIORAORAL) Va(o) | _| Y - warunek poczatkow
at| 1 | s A R I pORFERTY
_yn_ _fn(t’yl(t)’yz(t)""yn(t))_ _yn(tO)_ _ynO_

W zwartym zapisie macierzowo-wektorowym mamy
y'(O)=Fty®) . y)=Y,

Uktady RRZ otrzymywane z zastosowaniach naukowych 1 technicznych na ogot nie maja
postaci standardowej. Przed zastosowaniem tej czy innej metody numerycznego calkowania
nalezy wowczas sprowadzi¢ dany uklad do (rownowaznej) postaci ukladu rownan 1-ego

rzedu.




Procedure sprowadzenia do takiej postact pokazemy na przyktadzie. Rozwazmy uktad rownan
rozniczkowych opisujgcych lot pocisku z uwzglednieniem oporu powietrza. Zgodnie z 2-g3

zasadg dynamiki mamy yA

) 1).y'(0)]

mx” = _CXI\/XIZ + yrZ aero
my" =—mg— Cyr\/er + y12 /

W powyzszym uktadzie symbolem m 0znaczylisSmy mase¢ pocisku (stalg), C to Wspolczynnik
oporu aerodynamicznego, ¢ jest przyspieszeniem grawitacyjnym. Potozenie pocisku
okre$lone jest za pomoca dwoch wspdlrzednych: poziomej X 1 pionowej Y. warunki
poczatkowe dla lotu balistycznego mogg miec postac

J\

x(0)=0, y(0)=0
X'(0) =v,cos(ex) , Y'(0)=v,sin(x)

gdzie vy jest predkoscig poczatkowa, za§ a oznacza kat nachylenia trajektorii pocisku
wzgledem kierunku poziomego w chwili wystrzatu.




Uktad rownan opisujacych lot pocisku nie jest w postaci standardowej — rOwnania sg 2-€go
rzedu, a nie 1-ego. W celu sprowadzenia go do postaci standardowej wprowadzamy

nastepujgce funkcje
2, (1) =x(1), Z,(1) =X'(t) , z5(t) = y (1) , 2,(t) = y'(t)

Nastepujacy uktad rownan rézniczkowych 1-ego rz¢du jest rownowazny oryginalnemu i jest
jednoczes$nie w formie standardowe;

(2] =1,

|2 =—kz,\2% +2?
2,=1,

2, =~0-Kz,\Z; +7;

gdzie oznaczyliSmy k =c/m. W postaci macierzowo-wektorowej mamy

z'(t) = Ft, z(t)]




Wektorowa funkcja prawych stron ma w tym przypadku nast¢pujacg postac

£, (t,2,..,2,) =12,

it 2()] = f,(t,z2y,..,2,) =K 2,425 + 2}

fi(t z,..,24) =2,

fo(t, 2,0 24) =—K 2,425 + 25

Wreszcie, warunki poczatkowe ,,przettumaczone” na nowe niewiadome majg forme

2,(0)=0, z,(0)=v,cos(a) , z,(0)=0, z,(0) =v,sin(x)




Poznane wczes$niej metody moga by¢ zapisane w formie macierzowo-wektorowej, tj.

dostosowanej do uktadu rownan rozniczkowych w postact standardowej. Mamy w
szczegOlnosci:

Yeu =Y, +FIt,y,] Metoda Euler (rz =1)
rYk+1 =Y, +3(k,+k,)

kK, =hF[t,,y,] Metoda RK 2 (Heuna, rz = 2)
K, =hF[t, +h,y, +k]

N

Vi =Y +5 (K, + 2k, + 2k, +K,)

kK, =hF[t,,y,]

<k, =hF[t +3h,y, +1k,] Metoda RK4 (rz = 4)
Ky =hF[t, +3hy, +3K,]

\k4 =hF[t, +h,y, +K,]




Uwagi koncowe

e \W praktyce metody R-K w formie ,,surowej” sa rzadko stosowane. Wspotczesnie uzywa si¢ ich z
reguty w potaczeniu z pewng strategig automatycznego doboru kroku catkowania wykorzystujaca
szacowanie bledu. Prosta strategia bazuje na porownaniu rozwigzania przyblizonego otrzymanego
w wyniku wykonania pojedynczego kroku o dlugosci h z rozwigzaniem otrzymanym w wyniku
wykonania dwoch krokow o dhugosci h/2. Bardziej wyrafinowane strategie polegaja na poréwnaniu
rozwigzan otrzymanym dwiema roznymi, ale specjalnie dobranymi metodami R-K (r6znigcymi si¢
rzedem doktadnosci o 1). Przykladem takiej metody jest popularna metoda Rungego-Kutty-
Fehlberga, oznaczana cz¢sto jako RKF45 (wykorzystywana jest w niej kombinacja metod 4-ego i
5-ego rzedu). Innym przyktadem odpowiednio skonstruowanej pary metod RK rzedu 4 1 5 jest para
Dormanda-Prince’a. Metoda ta jest zaimplementowana m.in. w pakiecie MATLAB (jako funkcja
ode45).

e Alternatywnym sposobem konstrukcji metod calkowania wysokiego rzgdu jest wykorzystanie
historii rozwigzania tj. informacji o nim z kilku poprzednich krokow. Otrzymywane w ten sposob
schematy catkowania nazywane s3 metodami wielokrokowe. Popularng rodzing takich metod s3
metody Adamsa (jawne i niejawne), a takze wywodzace si¢ z nich metody typu predyktor-
korektor. Zaleta metod wiclokrokowych jest to, ze w kazdym kroku catkowania funkcja prawych
stron (czyli pochodne) sg obliczane tylko raz. Z drugiej strony — metody wielokrokowe nie sg
samostartujace , problematyczne jest rowniez wykorzystanie w nich dynamicznej adaptacji kroku
catkowania.




